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WAVELETOVA TRANSFORMACE

Jaroslav Fiala
SKODA Vyzkum s.r.o., 31600 Plzeri

Abstrakt

Waveletova transformace je popisovana v terminech funk-
ciondlni analysy a geometrie Hilbertova prostoru. Vysvét-
luje se, v ¢em spociva jeji odlisnost od jinych integralnich
transformaci. Na nékolika ptikladech je ilustrovano, jak se
tato specificnost waveletové transformace da s vyhodou
vyut’it pfi analyse signalt.

1. Uvod

Vznik waveletové transformace je spojen se jménem
francouzského geofysika Jeana Morleta, ktery ji vymyslil
na zacatku 80. let (tohoto stoleti) jako nastroj pro analysu
seismickych signalt [1, 2]. Na rozdil od Fourierovy
transformace, kterd byla koncipovana sice také ve Francii,
ale na zac¢atku minulého stoleti [3], a to jako nastroj pro
zkoumani Sifeni tepla, téSila se waveletova transformace
jit’ od svého pocatku velké prizni a ¢inorodému zajmu jak
matematiktl, tak i zajemctl o jeji vyutiti pii zpracovani
signdlll a obrazové informace v nejriznéjSich borech.
Velmi brzo se waveletové transformace zmocnili také
teoreticti fysici, ktefi ji vyutivaji v kvantové mechanice
[4-7]. A tak ut za pouhych Sestndct let po objevu
waveletové transformace o ni mame nékolik monografii
[8-15], k dostani je tada komercnich pocitacovych prog-
raml pro waveletovou transformaci (jmenujme napiiklad
Wavelet Toolbox v MATLABuU) a ro¢né vychazi nékolik
set ¢lankd zabyvajicich se jak metodickym vyvojem, tak
i nejrizngjsSimi aplikacemi waveletové transformace; ob-
Cas se objevi i velmi pékny ¢lanek revualni [16-22]. Jean
Baptiste Joseph baron de Fourier to mél pied 180 lety
mnohem t&t’Si; jeho soucasnici- Lagrange, Laplace,
Legendre, Biot a Poisson - byli k Fourierovym myslenkdm
skepticti a také vypracovani celé teorie se pofadné pro-
tahlo. V jeho pribéhu vsak bylo dosateno mimotadné
zavatnych vysledkd (patfi k nim zavedeni Riemannova
integralu) a dal$i vyvoj Fourierovy transformace byl tésné
propojen se vznikem funkcionalni analysy a teorie distri-
buci. Neni divu, te v takto zbudovaném prostiedi se
waveletova transformace dobfe rodila a prospivala. Ostat-
n¢ z hlediska funkcionalni analysy je waveletova transfor-
mace Fourierovou transformaci v $ir$§im slova smyslu.

2. Analytické aspekty

Waveletova transformace je integralni transformace
definovana vztahem

wa,b)=[ f(t)g,, (t)dt (1)

kterd realnému vzoru (signalu) f(#) pfifazuje jako obraz
funkci dvou realnych proménnych w(a,b) definovanou v
poloroviné (a> 0, b); pruh znamena komplexn¢ sdrut’enou
hodnotu. Jadrem této integralni transformace jsou tzv.
(dcetinné) wavelety g,(?), odvozené z né¢jakého matei-
ského waveletu g(t) dilataci resp. kontrakei a translaci

 (t—b
g.,(1)=a ”2g(]
a

parametr b vyjadiuje polohu (translaci) a parametr a méfit-
ko (dilataci, je-li a> 1 ¢i kontraketi, je-li a < 1) dcefinného
waveletu vici waveletu matefskému. Waveletovou trans-
formaci lze také zapsat ve tvaru

w(a,b)= [ f(1)g,, (t=b)dr

Obraz w(a;,b) signalu f(t), ktery vznika jeho wave-
letovou transformaci ve zvoleném méfitku a, jakot'to fun-
kce polohového parametru b, je tedy komposici (jmenovité
vzajemnou korelaci) signalu f(t) s waveletem g, o(t);

W(a]7b)=gal,0 *f

(pro oznaceni korelace poutivame hvézdicku). Pro dany
wavelet (napf. ga0(t) ) je w(a;, b) funkcionalem signalu
f(t). Celkovy obraz w(a,b) miteme potom chapat jako
kolekei zobrazeni {w(a;,b), w(a,,b), w(az,b), ...,w(ay,b),...}
predmétného signalu f{(t), pofizenych pii riznych hod-
notach meéfitka (dilatace - kontrakce, zvétSeni - zmenseni)
aj, a, a3, ..., a, ..., tedy jako pole funkcionalt [23], totit
korelaci originalniho signalu f(t) s wavelety g,(t); a= {a,,
Ay, A3, ...}t

w(a,b)=[1g,, * /1l 2

Jednotlivé tadky této matice jsou obrazy signalu f(t)
uskuteénéné waveletovou transformaci se zvétsenim, které
je dané indexem fadku. Sloupce matice ukazuji, jak vypa-
da obraz signalu f(t) realisovany waveletovou transformaci
(resp. jeho amplituda nebo napt. faze) v misté (t = b)
daném sloupcovym indexem, pii rizném méfitku (zvét-
Seni), které se méni podél sloupce. Prototyp zobrazeni je
dan matefskym waveletem g(t). Waveletovou transformaci
muteme tedy chapat jako jakysi matematicky mikroskop,
kterym pofizujeme obrazy zkoumanych pifedmét- nych
signalt f(t) pfi rizném zvétseni (1/a) optikou matefského
waveletu.

Podle toho, "jakymi brylemi" chceme zkoumané
"predméty" (signaly) pozorovat, poutivame rtizné¢ matet-
ské wavelety g(t). Aby mohly sloutit ve funkei filtru
(korelace) jako jadro ortogonalni transformace, musi mit
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kompaktni nosi¢ (uzévér mnotiny {t| g(t) # 0}) a nulovy
integral

[g(t)di=0 3)

Jsou tedy prakticky vSude nulové at’ na izkou oblast (ko-
lem pocatku), kde osciluji kolem nuly (aby se splnilo (3)).
Vypadaji tudit’ jako "kratka vina" - odtud etymologie ozna-
¢eni "wavelet" ("ondelette" v jazyce jeho objevitele) - im-
puls, ktery béhem svého kratkého trvani neékolikrat zméni
polaritu (zakmita, zavlni se). Naptiklad Morletiiv wavelet

g(t)=exp(ipt) exp(~t")

jehot realna slot’ka je pro tfi rizna méfitka zndzornéna na
obr.1 nebo mexicky klobouk

g(t)=(1=1")exp(~t),

cot je druhd derivace Gaussovy funkce. Numericky
nejjednodussi je HaarGv wavelet, ktery je tvoien
obdélnikovymi pulsy [24].
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Obr.1. Realna ¢ast Morletova waveletu ve tiech riznych
mefitcich.

3. Geometrické aspekty

V (komplexnim) Hilbertové prostoru L, v§ech funkci
integrovatelnych s kvadratem [25] 1ze waveletovou tran-
sformantu (1) pojimat jako skalarni soucin

w(a,b)=(f.8.,)

pfedmétného signalu f = f(t) a piisluiného deefinného
waveletu g,, = Zup(t) . A jsou-li wavelety ortogonalni, to
jest plati-li

(ga.b ’ga',b‘ ):
! [ al/zg(t_b)a'mg(t_b )dt —8(a—a")d(b-b")
a

a’C a'
kde

—o0

C=[lg"mf n"dn

n=0

pricemt’ ktitek predstavuje operator Fourierovy transfor-
mace, a je-li jejich soubor uplny, takte mohou slout’it
jako base toho prostoru, pak Ize libovolny signal f(t)
(pojaty jako vektor j‘ ¢i koncovy bod radiusvektoru Hil-
bertova prostoru L,) vyjadrit linearni superposici téchto
waveleti

S(0)=C"'[ [ k(a,b)g,, (t)a dadb )
-0 0
jejit koeficienty (vahy k(a,b) odpovidajicich waveletd

g.b(t)) jsou dany hodnotou waveletové transformanty
w(a,b) signalu f(t) pro prislusné hodnoty parametri a
(méfitkového) a b (translacniho)

k(a,b)=(f.g,,)=w(a,b) Q)

Spojenim vztahti (4) a (5) dostavame formulaci

S(0)=C"[ [w(a,b)g,, (t)a dadb
00

(6)
tzv. inversni waveletové transformace ("inversni" vzhle-
dem ke vztahu (1), jent’ je oznacovan jako "pfima" wave-
letova transformace) ¢i "waveletové syntesy" - mysli se
syntesa zkoumaného signalu f(t) linearni kombinaci wave-
leth g,(t) (s vahami w(a,b)). Oproti tomu, piima wave-
letova transformace

wa,b)=[ f(0)g,, (dt = ([.&,,) (7)

je vyjadienim "waveletové analysy": uréuje totit’, jak velké
jsou piispévky jednotlivych waveletd g,p(t), na které
zkoumany signal f(t) rozkladame ("analysujeme"); w(a,b)
je prumétem signalu f(t) na (normalisovany) wavelet
ga,b(t)~

Vztahy podobné rovnicim (6) a (7) plati pro libovolny
uplny ortogonalni (ortonormalni) systém basalnich vektora
{e, },jako jsou naptiklad Besselovy funkce, Legendreovy
polynomy, Laguerrovy polynomy nebo Hermitovy poly-
nomy. Motnost vyjadfit jakykoli vektor 7‘ souctem jeho
(zobecnéné) Fourierovy fady vzhledem k takové posloup-
nosti {e, }

.?‘:Z(}sék)ék

je nejdualet’itéjsim dusledkem uplnosti Hilbertova prostoru
(zde prostoru L, vSech funkci integrovatelnych skvad-
ratem). V tomto smyslu je waveletova analysa jenom jed-

nim specielnim pfipadem Fourierovy analysy sensu lato
[26].

4. Differentia specifica

Od jinych funkcionalnich transformacise waveletova
transformace odliSuje ve dvou aspektech: ma dva para-
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metry (méfitkovy a polohovy) a oba parametry patii do
(jednoho a téhot’) pfimého prostoru P :

w(a,b)=a"? J. f(t)g(t;bj dt

kde t,a,b € P.Waveletova transformace tedy zobrazuje
zkoumany signal, realnou funkci f(t) jedné realné pro-
ménné ¢, jako komplexni nebo redlnou funkei w(a,b) dvou
realnych proménnych a a b, jet’ predstavuji polohy (b) a
sitky (a) waveletovych impulst, tedy onéch slot’ek, na
které signal waveletovou analysou rozkladame (viz obr.2).
Hodnota w(a,b) waveletové transformanty vyjadiuje pak
vysku fec¢eného impulsu. Interpretace waveletové transfo-
rmanty je proto velice pfimocara a jeji jednotlivé charakte-
ristiky (jednotlivé charakteristiky obrazu) maji bezpro-
stiedni vztah k pribéhu analysovaného signalu (originalu)
f(t). Na grafu funkce f(t) miteme piimo ukazat kde ktery
waveletovy impuls let’i, jak je vysoky a jakou ma $itku.
Rikame, te waveletova transformanta nese lokalni infor-
maci v pfimém prostoru (v prostoru, ktery je oborem neza-
visle proménnét signalu f(t)).

Na rozdil od toho napiiklad pii Fourierové trans-
formaci sensu stricto pfredstavuji jednotlivé slotky roz-
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Obr.2. Dv¢ casové fady (a) a (c) ajejich waveletové transfor-
manty (b) a (d). Polohovy parametr waveletové transformanty je
na ose usecek (Casové ose) a méfitkovy parametr (vyjadiujici
sitku waveletu) na ose poradnic.

J. FIALA 31
: Al i
1 \RCERRLIIME
[l I
Ir I»'||.|.|'I I.|.,- 'nl'lla' |.'| -,1' | .|.| |.| il||
_E-Jii.i ) |1,“|E' I{!
-2 b E 2 ] z
Bam Eam
1€ I
|[|':-. | o ‘
{1
. fx"“‘—-——J. MMM
0 ® 1] L
Irekdmnoe

i

[

= g
st ak
- -
l-E =
E E

= ]

L=
ra
_x
3

Eaw Eiw

Obr.3. Porovnani Fourierovy analysy sensu stricto a wave-
letové analysy dvou signalti. Prvni signal (a) obsahuje dvé frek-
vence (je superposici dvou sinusovych signal sinl0t a sin20t);
druhy signal (b) obsahuje tytét' dvé frekvence, jet se vSak
uplatiuji postupné, katda vt'dy pro jednu polovinu doby trvani
signalu. Obrazky (c) a (d) pfedstavuji Fourierova spektra sensu
stricto (¢tverec modulu amplitudy Fourierovy transformanty
sensu stricto jako funkci frekvence) pro signaly (a) a (b). Obrazky
(e) a(f) predstavuji moduly waveletovych transformant téchto
dvou signall a obrazky (g) a (h) faze jejich waveletovych trans-
formant (za pout’iti Morletova waveletu). Fourierova transfor-
manta sensu stricto pfinasi globalni informaci o analysovanych
signalech, zatimco waveletova transformace uvadi informaci
lokalni.

kladu rovinné vlny, které maji urcitou vlnovou délku
(odpovidajici frekvenci) a smér $ifeni. Tu jit’ interpretace
tak nazorna neni. Jednotlivé komponenty (viny) mapuji
periodicity, tedy globalni charakteristiky analysovaného
procesu; nelze na né "ukazat prstem", nelze je na grafu
funkce f(t) lokalisovat. Je to ostatné patrné ze vzorcu
popisujicich basalni funkce. V piipad¢ wavelett g[(t-b)/a]
maji oba parametry, a (métitkovy) i b (translacni) tentyt’
fysikalni rozmér jako veli¢ina t; waveletova transformanta,
obraz w(a,b) je funkci (fysikaln¢) téte veliCiny jako
original f(t) - mluvime o pfimém prostoru. V piipadé Fou-
rierovy transformace sensu stricto rozkladame predmétnou
funkci na harmonické komponenty - a(k)sinkt. Argument
k této transformanty - amplitudy a(k) slotky fecené¢ho
rozkladu - jest veliCina, jejit’ fysikdlni rozmér je reciprokou
hodnotou fysikalniho rozméru nezavisle proménné ¢

© Krystalograficka spole¢nost



32 WAVELETOVA TRANSFORMACE
Bi im) o E
T 1T T 11 .
YRR EN R : 2 wdckiy = IR
S T, |
RN HLRIRLY ; ||||.|I| ]l
A TR
SO U ey 1 ' =I|||I '|iu|||||I
11 i | - j Cun | Cam Il II | |I | || I I| |
i 2 el Ldi
1 |!I|'r| X | | I'illllllll | | |I ] - | nh |
E i II || !i II R II'I !|.|| :|i -LI l!:- [ | | | II II | r Il
i |I|| I |||||"v_ -||I ||||||II II.I-""“' é |1|| || | '_ I'||I | “'I
E Il IIII |I II ¥ [ ||I '_!Iill.ll E'r-:._-'.:lll'll ||| |||IJ|"'.\,-' - | lllllllliil ||I|I‘II.|..I'P‘\-—
“Il'l,' = I diLl i | o '::||| ! '-Ih'i||
oy ; ! ___-_|| | i | f'||| -
LR N el
ﬂ | |
il | |
' i |
o A = Lraiiencs irekvance |
- BT Tl
B i k I.'Ill III|I |
il |
e | [ !
I_||_ IFek=ance 3 LY i F.lu.-l-h.'-l

Obr.4. Lokalni charakteristiku ¢tyf signala S1, S2, S3 a S4,
jejicht’ prubéh je znazornén na obrazcich (a), (b), (c) a (d)
vyjadfuje waveletova transformanta - obr. (e), (f), (g) a (h).

analysovaného signdlu f(t) - [k] = 1/[t]: Fourierova
transformace sensu stricto je zobrazenim do reciprokého
prostoru. To se dobie uplatiluje naptiklad pfi difrakci, kdy
jednotlivé slotky difraktovaného zafeni jsou monochro-
matické vlny, tedy funkce basalniho systému, na jejicht’
zaklade je Fourierova transformace sensu stricto zkonstru-
ovana. Také pii analyse signald, v jejicht’ podstaté je néjaka
periodicita (pravidelnost) ukryta, nebot’ ta je pak snadno
Fourierovou transformaci rozpoznéana jako globalni chara-
kteristika procesu. Pokud se jedna o signaly "nepra-
videlné¢", bez vyraznych globalnich ryst, pak jejich
Fourierova analysa sensu stricto tadny zvlastni utitek
nepfinese (kromé potvrzeni, te tadné takové globalnirysy
zkoumany signdl nemd). Zato se tu ale znamenité uplatni
waveletova analysa, ktera prabéh procesu f(t) krok po
kroku zmapuje a vyjadii superposici dokonale lokali-
sovanych waveletovych impulsti (obr. 3 at’ 5). V obecném
piipadé je ovSem nejlépe vypocitat a zkoumat ob¢ trans-
formanty, waveletovou (WT) i Fourierovu transformantu
sensu stricto (FT). Kat'dd z nich pfinasi o signalu f{(t) jiné
informace, jet’ se vzajemn¢ dopliiuji a umottuji jej komp-

Obr.5. Globalni charakteristiku ¢tyi signalti S1, S2, S3 a S4,
jejicht prubéh je znazornén na obrazcich (a), (b), (¢c) a (d)
vyjadiuje Fourierova transformanta sensu stricto - obr.(i), (j), (k)

a(l).

lexnéji popsat a pochopit podstatu procesu, ktery je tim-
to signalem vyjadfen. Ur¢itym kompromisem mezi WT,
jet se uplatiiuje pii identifikaci lokalnich charakteristik a
FT, ktera jeutiteCna pii extrakci charakteristik global-
nich, je okénkova Fourierova transformace sensu stricto
(OFT) [27]. Je to vlastné FT aplikovana postupné na
"okénka", to jest segmenty (a,a;), (a;,a;), (2,a3), ... ,
[am-1),an = b], na né€t’" obor (a,b) nezavisle proménné t
zkoumaného signalu f(t) rozdélime (a,a;) (a;,az)
[am-1).a0 = b] = (a,b).

Tak dostaneme globalni charakteristiky signalu f(t)
pro kat'dy z dil¢ich segmentt, tedy "globalni charakteris-
tiky lokalisované".

Jak ut' to s kompromisy byva, ani OFT neni bez
problému. Kontrast, ktery zvyraznénym periodicitam
propijcuje, je totit’ vysledkem konstruktivni (a destruk-
tivni) interference jednotlivych elementarnich ptispév-
ki od (digitalisovaného) signadlu v ramci zvolené¢ho
okénka. Cim vétsi mad byt lateralni rozliseni (¢im mensi
okénko), tim bude pocet elementarnich prispévku (jejicht
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Obr.6. Ctyfisignaly ilustrujici: (a) amplitudovou modulaci, (b) frekvenéni modulaci, (¢) ndhlou zménu frekvence a (d) nahlou zménu
amplitudy a jejich Morletova waveletova transformanta. Z obrazka je patrné, te waveletova transformanta reflektuje citlivé nejen
lokalni charakteristiky pfedmétnych signalt, ale i jejich charakteristiky globalni. Pro porovnani se na obrazcich (e), (f), (g) a (h)
uvadéji Fourierovy transformanty signalt (a) at’ (d). Dokumentovany material presvédciveé dokazuje, t'e waveletova transformace je

mocny a universalni nastroj analysy signald.

nejmensi odlehlost je omezena motnosti métici techniky,
kterou se udaje o signalu f(t) vzorkuji) mensia jejich in-
terference méné ucinna. Plati zde jakysi "princip neur-
¢itosti": ¢im vice lokalni informace, tim méné informace
globalni. Je velmi vyznamnym utite¢nym rysem WT, t'e
tato omezeni OFT dokate piekrocit. Dokumentuje to obr.6,
ktery ilustruje schopnost WT rozpoznat globalni charakte-
ristiky analysovanych procest (signalil). Neni to arci zda-
leka tak jednoduché, jako identifikace globalnich

charakteristik pomoci FT. Ale je to motné, je to dobie
motné, a to ¢ini z WT nastroj pro analysu signald
universalnéjsi a také asi laické vetejnosti piistupnéjsi, net’
je FT. Na druhé strané se da oéekavat, t'e popularita WT
vytvori predpoklady pro vétsi zdjem o integralni trans-
formace obecné a o FT zvlaste.
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Obr. 7. Teplota na severni polokouli: (a) a realna &ast jeji Morletovy waveletové transformanty (b). Cerchované &ary oznaduji vyvoj

dominantnich periodicit (cykli).

5. Vyuziti

Hlavni oblasti vyutiti waveletové transformace je
rozbor nestaciondrnich procest [28-51]. Jako pftiklad
uved’'me waveletovou analysu ¢asové zavislosti teplot na
severni polokouli v letech 1854 -1993 [17], ktera umot'nila
rozpoznat a sledovat vyvoj dominantnich cykli na tfech
urovnich: meziro¢ni (2 - 5 let), mezidekadové (10- 12 let,
20- 25 let a 40 - 60 Ilet) a staleté (180 let) (obr. 7).

To, te waveletova transformace operuje v pfimém
prostoru, umotnuje jeji vyhodné vyutiti pii vyhlazovani
(odstraiovani Sumu, to jest vysokofrekvencni slotky) po-
zadi rozli¢nych datovych soubort. Jde o to, te vyhlazovat
by se mélo podle poméru amplitud a rozdilnosti frek-
vencnich charakteristik utitecného signalu a pozadi, jet
jsou v riznych usecich osetfovaného signalu obecné rizné.
A prave to aparat waveletové transformace dobfe umotu-
je[52 - 73] (obr. 8). V podstate se jedna o filtraci v prostoru
waveletovych obrazi: k signalu f(t) zkonstruujeme jeho
waveletovy obraz

w(a,b)= [ f()g,, (1)di

a vlastni manipulaci, jet je podstatou filtrovani, m(a,b).
w(a,b) provedeme v tomto obrazovém prostoru; zpétnou
transformaci dostaneme pak filtrovany signal

.]Np(l)=f1 J.\J.m(a,b)w(a,b)gayb (t)szﬁ
¢ a

-0 0

v jeho pfedmétném prostoru.

Wavelety se ¢asto pout’ivaji také k feSeni nejriznéj-
sich 1loh, jejicht’ podstatou je filtrovani [74-78]. Pred-
stavuji totit' flexibilni soubory filtri s fiditelnymi

morfologickymi charakteristikami (poloha, §ife a tvar
waveletu), které se pro takové Gcely znamenité hodi.

6. Zavér

Waveletova transformace je novym, velice u¢innym
nastrojem pro analysu a zpracovani signalti (souborti dat,
Casovych tfad a obrazl). Je to svym zptisobem "matema-
ticky mikroskop": umothuje zkoumat pozorovand data
lokalné (misto od mista), a to s ménlivym méftitkem ("v
ruzném zvétSeni"). V angliéting se pro waveletovou trans-
formaci Casto pout'iva oznaceni "multiresolution analysis"
nebo "multiscale analysis". Komer¢ni software dovoli
katdému, aby si waveletovou transformaci sam ozkou-
Sel a ziskal pfi jejim poutivani vlastni zkusenosti. To je
dualet’ité, protote se jedna o techniku novou a interpretace
jejich vysledktl mit'e v sobé skryvat nejedno tskali [79].
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