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Abstrakt

Waveletová transformace je popisována v termínech funk-

cionální analysy a geometrie Hilbertova prostoru. Vysvìt-

luje se, v èem spoèívá její odlišnost od jiných integrálních

transformací. Na nìkolika pøíkladech je ilustrováno, jak se

tato specifiènost waveletové transformace dá s výhodou

vyu�ít pøi analyse signálù.

1. Úvod

Vznik waveletové transformace je spojen se jménem

francouzského geofysika Jeana Morleta, který ji vymyslil

na zaèátku 80. let (tohoto století) jako nástroj pro analysu

seismických signálù [1, 2]. Na rozdíl od Fourierovy

transformace, která byla koncipována sice také ve Francii,

ale na zaèátku minulého století [3], a to jako nástroj pro

zkoumání šíøení tepla, tìšila se waveletová transformace

ji� od svého poèátku velké pøízni a èinorodému zájmu jak

matematikù, tak i zájemcù o její vyu�ití pøi zpracování

signálù a obrazové informace v nejrùznìjších borech.

Velmi brzo se waveletové transformace zmocnili také

teoretiètí fysici, kteøí ji vyu�ívají v kvantové mechanice

[4-7]. A tak u� za pouhých šestnáct let po objevu

waveletové transformace o ní máme nìkolik monografií

[8-15], k dostání je øada komerèních poèítaèových prog-

ramù pro waveletovou transformaci (jmenujme napøíklad

Wavelet Toolbox v MATLABu) a roènì vychází nìkolik

set èlánkù zabývajících se jak metodickým vývojem, tak

i nejrùznìjšími aplikacemi waveletové transformace; ob-

èas se objeví i velmi pìkný èlánek revuální [16-22]. Jean

Baptiste Joseph baron de Fourier to mìl pøed 180 lety

mnohem tì�ší; jeho souèasníci- Lagrange, Laplace,

Legendre, Biot a Poisson - byli k Fourierovým myšlenkám

skeptiètí a také vypracování celé teorie se poøádnì pro-

táhlo. V jeho prùbìhu však bylo dosa�eno mimoøádnì

záva�ných výsledkù (patøí k nim zavedení Riemannova

integrálu) a další vývoj Fourierovy transformace byl tìsnì

propojen se vznikem funkcionální analysy a teorie distri-

bucí. Není divu, �e v takto zbudovaném prostøedí se

waveletová transformace dobøe rodila a prospívala. Ostat-

nì z hlediska funkcionální analysy je waveletová transfor-

mace Fourierovou transformací v širším slova smyslu.

2. Analytické aspekty

Waveletová transformace je integrální transformace

definovaná vztahem

w a b f t g t dta b( , ) ( ) ( )
,
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která reálnému vzoru (signálu) f(t) pøiøazuje jako obraz

funkci dvou reálných promìnných w(a,b) definovanou v

polorovinì (a > 0, b); pruh znamená komplexnì sdru�enou

hodnotu. Jádrem této integrální transformace jsou tzv.

(dceøinné) wavelety ga,b(t), odvozené z nìjakého mateø-

ského waveletu g(t) dilatací resp. kontrakcí a translací
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parametr b vyjadøuje polohu (translaci) a parametr a mìøít-

ko (dilataci, je-li a > 1 èi kontrakci, je-li a < 1 ) dceøinného

waveletu vùèi waveletu mateøskému. Waveletovou trans-

formaci lze také zapsat ve tvaru

w a b f t g t b dta( , ) ( ) ( )
,
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Obraz w(a1,b) signálu f(t), který vzniká jeho wave-

letovou transformací ve zvoleném mìøítku a1 jako�to fun-

kce polohového parametru b, je tedy komposicí (jmenovitì

vzájemnou korelací) signálu f(t) s waveletem ga1,0(t);

w a b g fa( , ) *
,1 1 0

�

(pro oznaèení korelace pou�íváme hvìzdièku). Pro daný

wavelet (napø. ga1,0(t) ) je w(a1, b) funkcionálem signálu

f(t). Celkový obraz w(a,b) mù�eme potom chápat jako

kolekci zobrazení {w(a1,b), w(a2,b), w(a3,b), ...,w(an,b),...}

pøedmìtného signálu f(t), poøízených pøi rùzných hod-

notách mìøítka (dilatace - kontrakce, zvìtšení - zmenšení)

a1, a2, a3, ..., an, ..., tedy jako pole funkcionálù [23], toti�

korelací originálního signálu f(t) s wavelety ga,0(t); a = {a1,

a2, a3, ...}:

w a b g fa( , ) | | * | |
,

�
0

(2)

Jednotlivé øádky této matice jsou obrazy signálu f(t)

uskuteènìné waveletovou transformací se zvìtšením, které

je dané indexem øádku. Sloupce matice ukazují, jak vypa-

dá obraz signálu f(t) realisovaný waveletovou transformací

(resp. jeho amplituda nebo napø. fáze) v místì (t = b)

daném sloupcovým indexem, pøi rùzném mìøítku (zvìt-

šení), které se mìní podél sloupce. Prototyp zobrazení je

dán mateøským waveletem g(t). Waveletovou transformaci

mù�eme tedy chápat jako jakýsi matematický mikroskop,

kterým poøizujeme obrazy zkoumaných pøedmìt- ných

signálù f(t) pøi rùzném zvìtšení (1/a) optikou mateøského

waveletu.

Podle toho, "jakými brýlemi" chceme zkoumané

"pøedmìty" (signály) pozorovat, pou�íváme rùzné mateø-

ské wavelety g(t). Aby mohly slou�it ve funkci filtru

(korelace) jako jádro ortogonální transformace, musí mít
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kompaktní nosiè ( uzávìr mno�iny {t | g(t) � 0}) a nulový

integrál

g t dt( ) �

��

�

�
0 (3)

Jsou tedy prakticky všude nulové a� na úzkou oblast (ko-

lem poèátku), kde oscilují kolem nuly (aby se splnilo (3)).

Vypadají tudí� jako "krátká vlna" - odtud etymologie ozna-

èení "wavelet" ("ondelette" v jazyce jeho objevitele) - im-

puls, který bìhem svého krátkého trvání nìkolikrát zmìní

polaritu (zakmitá, zavlní se). Napøíklad Morletùv wavelet

g t ipt t( ) exp( ) exp( )� �
2

jeho� reálná slo�ka je pro tøi rùzná mìøítka znázornìna na

obr.1 nebo mexický klobouk

g t t t( ) ( )exp( )� � �1
2 2

,

co� je druhá derivace Gaussovy funkce. Numericky

nejjednodušší je Haarùv wavelet, který je tvoøen

obdélníkovými pulsy [24].

3. Geometrické aspekty

V (komplexním) Hilbertovì prostoru L2 všech funkcí

integrovatelných s kvadrátem [25] lze waveletovou tran-

sformantu (1) pojímat jako skalární souèin

w a b f g a b( , ) ( , )
,
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pøedmìtného signálu

�

f = f(t) a pøíslušného dceøinného

waveletu
�

ga,b = ga,b(t) . A jsou-li wavelety ortogonální, to

jest platí-li
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pøièem� køí�ek pøedstavuje operátor Fourierovy transfor-

mace, a je-li jejich soubor úplný, tak�e mohou slou�it

jako base toho prostoru, pak lze libovolný signál f(t)

(pojatý jako vektor

�

f èi koncový bod radiusvektoru Hil-

bertova prostoru L2) vyjádøit lineární superposicí tìchto

waveletù

f t C k a b g t a dadba b( ) ( , ) ( )
,
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(4)

její� koeficienty (váhy k(a,b) odpovídajících waveletù

ga,b(t)) jsou dány hodnotou waveletové transformanty

w(a,b) signálu f(t) pro pøíslušné hodnoty parametrù a

(mìøítkového) a b (translaèního)

k a b f g w a ba b( , ) ( , ) ( , )
,
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Spojením vztahù (4) a (5) dostáváme formulaci

f t C w a b g t a dadba b( ) ( , ) ( )
,
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tzv. inversní waveletové transformace ("inversní" vzhle-

dem ke vztahu (1), jen� je oznaèován jako "pøímá" wave-

letová transformace) èi "waveletové syntesy" - myslí se

syntesa zkoumaného signálu f(t) lineární kombinací wave-

letù ga,b(t) (s vahami w(a,b)). Oproti tomu, pøímá wave-

letová transformace

w a b f t g t dt f ga b a b( , ) ( ) ( ) ( , )
, ,
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(7)

je vyjádøením "waveletové analysy": urèuje toti�, jak velké

jsou pøíspìvky jednotlivých waveletù ga,b(t), na které

zkoumaný signál f(t) rozkládáme ("analysujeme"); w(a,b)

je prùmìtem signálu f(t) na (normalisovaný) wavelet

ga,b(t).

Vztahy podobné rovnicím (6) a (7) platí pro libovolný

úplný ortogonální (ortonormální) systém basálních vektorù

{
�

ek }, jako jsou napøíklad Besselovy funkce, Legendreovy

polynomy, Laguerrovy polynomy nebo Hermitovy poly-

nomy. Mo�nost vyjádøit jakýkoli vektor

�

f souètem jeho

(zobecnìné) Fourierovy øady vzhledem k takové posloup-

nosti {
�

ek }

� �

� �

f f e ek k� � ( , )

je nejdùle�itìjším dùsledkem úplnosti Hilbertova prostoru

(zde prostoru L2 všech funkcí integrovatelných s kvad-

rátem). V tomto smyslu je waveletová analysa jenom jed-

ním specielním pøípadem Fourierovy analysy sensu lato

[26].

4. Differentia specifica

Od jiných funkcionálních transformací se waveletová

transformace odlišuje ve dvou aspektech: má dva para-
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Obr.1. Reálná èást Morletova waveletu ve tøech rùzných

mìøítcích.



metry (mìøítkový a polohový) a oba parametry patøí do

(jednoho a tého�) pøímého prostoru P :

w a b a f t g
t b

a
dt( , ) ( )
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kde t, a, b � P . Waveletová transformace tedy zobrazuje

zkoumaný signál, reálnou funkci f(t) jedné reálné pro-

mìnné t, jako komplexní nebo reálnou funkci w(a,b) dvou

reálných promìnných a a b, je� pøedstavují polohy (b) a

šíøky (a) waveletových impulsù, tedy onìch slo�ek, na

které signál waveletovou analysou rozkládáme (viz obr.2).

Hodnota w(a,b) waveletové transformanty vyjadøuje pak

výšku øeèeného impulsu. Interpretace waveletové transfo-

rmanty je proto velice pøímoèará a její jednotlivé charakte-

ristiky (jednotlivé charakteristiky obrazu) mají bezpro-

støední vztah k prùbìhu analysovaného signálu (originálu)

f(t). Na grafu funkce f(t) mù�eme pøímo ukázat kde který

waveletový impuls le�í, jak je vysoký a jakou má šíøku.

Øíkáme, �e waveletová transformanta nese lokální infor-

maci v pøímém prostoru (v prostoru, který je oborem nezá-

visle promìnnét signálu f(t)).

Na rozdíl od toho napøíklad pøi Fourierovì trans-

formaci sensu stricto pøedstavují jednotlivé slo�ky roz-

kladu rovinné vlny, které mají urèitou vlnovou délku

(odpovídající frekvenci) a smìr šíøení. Tu ji� interpretace

tak názorná není. Jednotlivé komponenty (vlny) mapují

periodicity, tedy globální charakteristiky analysovaného

procesu; nelze na nì "ukázat prstem", nelze je na grafu

funkce f(t) lokalisovat. Je to ostatnì patrné ze vzorcù

popisujících basální funkce. V pøípadì waveletù g[(t-b)/a]

mají oba parametry, a (mìøítkový) i b (translaèní) tentý�

fysikální rozmìr jako velièina t; waveletová transformanta,

obraz w(a,b) je funkcí (fysikálnì) té�e velièiny jako

originál f(t) - mluvíme o pøímém prostoru. V pøípadì Fou-

rierovy transformace sensu stricto rozkládáme pøedmìtnou

funkci na harmonické komponenty - a(k)sinkt. Argument

k této transformanty - amplitudy a(k) slo�ky øeèeného

rozkladu - jest velièina, její� fysikální rozmìr je reciprokou

hodnotou fysikálního rozmìru nezávisle promìnné t
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Obr.2. Dvì èasové øady (a) a (c) a jejich waveletové transfor-

manty (b) a (d). Polohový parametr waveletové transformanty je

na ose úseèek (èasové ose) a mìøítkový parametr (vyjádøující

šíøku waveletu) na ose poøadnic.

Obr.3. Porovnání Fourierovy analysy sensu stricto a wave-

letové analysy dvou signálù. První signál (a) obsahuje dvì frek-

vence (je superposicí dvou sinusových signálù sin10t a sin20t);

druhý signál (b) obsahuje tyté� dvì frekvence, je� se však

uplatòují postupnì, ka�dá v�dy pro jednu polovinu doby trvání

signálu. Obrázky (c) a (d) pøedstavují Fourierova spektra sensu

stricto (ètverec modulu amplitudy Fourierovy transformanty

sensu stricto jako funkci frekvence) pro signály (a) a (b). Obrázky

(e) a (f) pøedstavují moduly waveletových transformant tìchto

dvou signálù a obrázky (g) a (h) fáze jejich waveletových trans-

formant (za pou�ití Morletova waveletu). Fourierova transfor-

manta sensu stricto pøináší globální informaci o analysovaných

signálech, zatímco waveletová transformace uvádí informaci

lokální.



analysovaného signálu f(t) - [k] = 1/[t]: Fourierova

transformace sensu stricto je zobrazením do reciprokého

prostoru. To se dobøe uplatòuje napøíklad pøi difrakci, kdy

jednotlivé slo�ky difraktovaného záøení jsou monochro-

matické vlny, tedy funkce basálního systému, na jejich�

základì je Fourierova transformace sensu stricto zkonstru-

ována. Také pøi analyse signálù, v jejich� podstatì je nìjaká

periodicita (pravidelnost) ukryta, nebo� ta je pak snadno

Fourierovou transformací rozpoznána jako globální chara-

kteristika procesu. Pokud se jedná o signály "nepra-

videlné", bez výrazných globálních rysù, pak jejich

Fourierova analysa sensu stricto �ádný zvláštní u�itek

nepøinese (kromì potvrzení, �e �ádné takové globální rysy

zkoumaný signál nemá). Zato se tu ale znamenitì uplatní

waveletová analysa, která prùbìh procesu f(t) krok po

kroku zmapuje a vyjádøí superposicí dokonale lokali-

sovaných waveletových impulsù (obr. 3 a� 5). V obecném

pøípadì je ovšem nejlépe vypoèítat a zkoumat obì trans-

formanty, waveletovou (WT) i Fourierovu transformantu

sensu stricto (FT). Ka�dá z nich pøináší o signálu f(t) jiné

informace, je� se vzájemnì doplòují a umo�òují jej komp-

lexnìji popsat a pochopit podstatu procesu, který je tím-

to signálem vyjádøen. Urèitým kompromisem mezi WT,

je� se uplatòuje pøi identifikaci lokálních charakteristik a

FT, která je u�iteèná pøi extrakci charakteristik globál-

ních, je okénková Fourierova transformace sensu stricto

(OFT) [27]. Je to vlastnì FT aplikovaná postupnì na

"okénka", to jest segmenty (a,a1), (a1,a2), (a2,a3), ... ,

[a(n-1),an = b], na nì� obor (a,b) nezávisle promìnné t

zkoumaného signálu f(t) rozdìlíme (a,a1) (a1,a2) ...

[a(n-1),an = b] = (a,b).

Tak dostaneme globální charakteristiky signálu f(t)

pro ka�dý z dílèích segmentù, tedy "globální charakteris-

tiky lokalisované".

Jak u� to s kompromisy bývá, ani OFT není bez

problémù. Kontrast, který zvýraznìným periodicitám

propùjèuje, je toti� výsledkem konstruktivní (a destruk-

tivní) interference jednotlivých elementárních pøíspìv-

kù od (digitalisovaného) signálu v rámci zvoleného

okénka. Èím vìtší má být laterální rozlišení (èím menší

okénko), tím bude poèet elementárních pøíspìvkù (jejich�
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Obr.4. Lokální charakteristiku ètyø signálù S1, S2, S3 a S4,

jejich� prùbìh je znázornìn na obrázcích (a), (b), (c) a (d)

vyjadøuje waveletová transformanta - obr. (e), (f), (g) a (h).

Obr.5. Globální charakteristiku ètyø signálù S1, S2, S3 a S4,

jejich� prùbìh je znázornìn na obrázcích (a), (b), (c) a (d)

vyjadøuje Fourierova transformanta sensu stricto - obr.(i), (j), (k)

a (l).



nejmenší odlehlost je omezena mo�ností mìøicí techniky,

kterou se údaje o signálu f(t) vzorkují) menší a jejich in-

terference ménì úèinná. Platí zde jakýsi "princip neur-

èitosti": èím více lokální informace, tím ménì informace

globální. Je velmi významným u�iteèným rysem WT, �e

tato omezení OFT doká�e pøekroèit. Dokumentuje to obr.6,

který ilustruje schopnost WT rozpoznat globální charakte-

ristiky analysovaných procesù (signálù). Není to arci zda-

leka tak jednoduché, jako identifikace globálních

charakteristik pomocí FT. Ale je to mo�né, je to dobøe

mo�né, a to èiní z WT nástroj pro analysu signálù

universálnìjší a také asi laické veøejnosti pøístupnìjší, ne�

je FT. Na druhé stranì se dá oèekávat, �e popularita WT

vytvoøí pøedpoklady pro vìtší zájem o integrální trans-

formace obecnì a o FT zvláštì.
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Obr.6. Ètyøi signály ilustrující: (a) amplitudovou modulaci, (b) frekvenèní modulaci, (c) náhlou zmìnu frekvence a (d) náhlou zmìnu

amplitudy a jejich Morletova waveletová transformanta. Z obrázkù je patrné, �e waveletová transformanta reflektuje citlivì nejen

lokální charakteristiky pøedmìtných signálù, ale i jejich charakteristiky globální. Pro porovnání se na obrázcích (e), (f), (g) a (h)

uvádìjí Fourierovy transformanty signálù (a) a� (d). Dokumentovaný materiál pøesvìdèivì dokazuje, �e waveletová transformace je

mocný a universální nástroj analysy signálù.



5. Vyu�ití

Hlavní oblastí vyu�ití waveletové transformace je

rozbor nestacionárních procesù [28-51]. Jako pøíklad

uveïme waveletovou analysu èasové závislosti teplot na

severní polokouli v letech l854 -1993 [17], která umo�nila

rozpoznat a sledovat vývoj dominantních cyklù na tøech

úrovních: meziroèní (2 - 5 let), mezidekádové (10 - 12 let,

20- 25 let a 40 - 60 let) a staleté (180 let) (obr. 7).

To, �e waveletová transformace operuje v pøímém

prostoru, umo�òuje její výhodné vyu�ití pøi vyhlazování

(odstraòování šumu, to jest vysokofrekvenèní slo�ky) po-

zadí rozlièných datových souborù. Jde o to, �e vyhlazovat

by se mìlo podle pomìru amplitud a rozdílnosti frek-

venèních charakteristik u�iteèného signálu a pozadí, je�

jsou v rùzných úsecích ošetøovaného signálu obecnì rùzné.

A právì to aparát waveletové transformace dobøe umo�òu-

je [52 - 73] (obr. 8). V podstatì se jedná o filtraci v prostoru

waveletových obrazù: k signálu f(t) zkonstruujeme jeho

waveletový obraz

w a b f t g t dta b( , ) ( ) ( )
,

�

��

�

�

a vlastní manipulaci, je� je podstatou filtrování, m(a,b).

w(a,b) provedeme v tomto obrazovém prostoru; zpìtnou

transformací dostaneme pak filtrovaný signál

~
( ) ( , ) ( , ) ( )

,
f t

c
m a b w a b g t

da db

a
a b�

�

��

�

��

1

2

0

v jeho pøedmìtném prostoru.

Wavelety se èasto pou�ívají také k øešení nejrùznìj-

ších úloh, jejich� podstatou je filtrování [74-78]. Pøed-

stavují toti� flexibilní soubory filtrù s øiditelnými

morfologickými charakteristikami (poloha, šíøe a tvar

waveletu), které se pro takové úèely znamenitì hodí.

6. Závìr

Waveletová transformace je novým, velice úèinným

nástrojem pro analysu a zpracování signálù (souborù dat,

èasových øad a obrazù). Je to svým zpùsobem "matema-

tický mikroskop": umo�òuje zkoumat pozorovaná data

lokálnì (místo od místa), a to s mìnlivým mìøítkem ("v

rùzném zvìtšení"). V angliètinì se pro waveletovou trans-

formaci èasto pou�ívá oznaèení "multiresolution analysis"

nebo "multiscale analysis". Komerèní software dovolí

ka�dému, aby si waveletovou transformaci sám ozkou-

šel a získal pøi jejím pou�ívání vlastní zkušenosti. To je

dùle�ité, proto�e se jedná o techniku novou a interpretace

jejích výsledkù mù�e v sobì skrývat nejedno úskalí [79].
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