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Abs tract

The types of in ter atomic po ten tial func tions used in mo lec -
u lar sim u la tions are de scribed. Meth ods of cal cu la tions of
non-bonded in ter ac tions are math e mat i cally de scribed and
al go rithms used in mo lec u lar me chan ics are dis cussed. 

1 Úvod

Vlastnosti systémù (krystaly, molekuly), jako jsou jejich
stabilita, mechanické vlastnosti, hustota, infraèervená a
rentgenová spektra, atd., souvisejí s jejich strukturou. Je
proto vhodné vytvoøit algoritmy a programy, které jsou
schopny vypoèítat strukturu vyšetøovaných systémù, na
základì jejíž znalosti budeme pak schopni odvodit poža -
dované vlastnosti. Molekulární simulace jsou jednou z
tìchto technik, které nám umožní strukturu daného systé -
mu urèit. Pøedevším kvùli jednoduchosti a efektivitì pro
velké struktury patøí k nejrozšíøenìjším. Pøi uvažo vaných
velikostech struktur øádovì ve stovkách až tisících atomù
na jednu krystalovou buòku je nemožné v souèasnosti
vypoèítat strukturu ab-in itio výpoèty. Princip moleku lár -
ních simulací spoèívá ve výpoètu potenciální energie pro
dané uspoøádání atomù (popø. atomù krystalové buòky)
pomocí empirických silových polí. V tomto zjedno du -
šeném popisu je energie systému urèena zapoètením všech
sil mezi atomy, pøièemž výpoèet je založen na mechanic -
kém pøístupu, tj. atomy se chovají jako mechanické osci -
látory. Molekulární simulace spoèívají v urèení celko vé
potenciální energie systému a její minimalizace, kde
energie je dána pomocí empiricky urèených funkcí a jejich
parametrù. Tyto funkce a parametry se dohromady nazý va -
jí silové pole. V silovém poli jsou výrazy pro popis vazeb
mezi atomy a výrazy pro nevazebné interakce, které závisí
jen na vzdálenosti mezi atomy – jedná se o elektrostatické a 
van der Waalsovy interakce a vodíkové mùstky. Ze všech
èlenù se pak pro konkrétní model utvoøí výraz pro energii,
která je funkcí souøadnic atomù v daném modelu. Celková
potenciální energie systému je tedy vyjádøena jako souèet
vazebních Evaz a nevazebních Envaz interakcí [1, 2]:

E E Evaz nevaz= +              (1)

1.1 Va zeb né in terak ce

Vazební èlen v sobì zahrnuje èleny, které charakterizují
kovalentní vazbu pomocí jednoduchých analytických
funkcí. Platí:

E E E E Evaz b= + + +q j d ,              (2)

Eb (tzv. „bond stretch“ èlen) popisuje deformaci vazebné
délky. V harmonické aproximaci pøedstavuje pružnou èást
vazebné síly danou Hookovým zákonem:

E k r rb ij ij ij
ij

= -å
1

2

0 2( ) ,              (3)

kde kij je silová konstanta a rij
0 je ideální vazebná délka.

Pøípadná anharmonicita potenciální energie se zohledòuje
napø. pomocí tzv. Morseho potenciálu:

[ ]E D k D r rbm ij ij ij= - - -0 0
0

2

2 1exp( / ( )) ,               (4)

kde D0 je vazební energie. Eq popisuje deformaci
vazebního úhlu mezi párem atomù i a k, které jsou navíc
vázány k jednomu spoleènému atomu j (viz obr. 1):

 E k
ik

ijk ijk ijkq q q= -å
1

2

0 2( ) ,               (5)

kde kijk je síla pružiny udržující vazební úhel qijk mezi

atomy  i, j, k na ideální hodnotì qijk
0 .

Pro vazby s úhlem blízko p tento vztah pøíliš nevyhovuje,
proto se do vztahu zavádí vyšší mocniny ( )q qijk ijk- 0  , nebo
se nahrazuje rùznými typy kosinového rozvoje, z nichž
nejjednodušší má tvar     

E k
ik

ijk ijk ijkq q q= -å
1

2

0 2(cos cos ) .              (6)

Jako doplnìk k Eq slouží èlen EUB (tzv. Urey-Bradley
potenciál), který je v nejjednodušším tvaru dán

E k r r k r rUB
ik

ijk
UBO

ik ik ijk
UB

ik ik= - + -
é

ëê
ù

û
å

1

2

0 2 1 0( ) ( )ú.          (7)

 je deformace úhlové torze, jež popisuje geometrii 4 atomù

i, j, k, l a je charakterizována úhlem f mezi rovinami
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Obrázek 1. Vazební úhel mezi tøemi atomy. 



urèenými polohami atomù ijk a jkl (viz obr. 2).
Nejjednodušší tvar pro  je: 

[ ]E k mijkl ijkl ijkl
ij

f f f= + -å
1

2
1 0cos( ( )) ,               (8)

kde kijkl je výška rotaèní bariéry okolo torzního úhlu fijkl , m

je periodicita potenciálové funkce a  f0
ijkl  je pøedpokládaná 

rovnovážná hodnota úhlu.
Ed je tzv. inverzní èlen, který popisuje vazební geometrii 4
atomù charakterizující odchylky od planárního uspoøádání
(proto také zvaný „out-of-plane deformace). Podle potøeby
se používají tøi rùzné popisy:

Um brella inverze

E kd w w w= -
1

2

0 2(cos cos ) ,                (9)

kde kw je silová konstanta, w je úhel mezi osou il a rovinou

ijk a w0 je rovnovážná hodnota tohoto úhlu. 

Am ber in ver ze

[ ]E k n= -
1

2

0
y y ycos ( ) ,             (10)

kde ky je energetická rotaèní bariéra, n periodicita, y je

úhel mezi rovinami jil a kil (viz obr. 4) a y0 je rovnovážná
hodnota tohoto úhlu. Pro planární uspoøádání je n = 2 a            

y0 = 180° a pro tetraedrickou koordinaci je n = 3 a y0 =
120° .

Charm in ver ze

E kd y y y= -
1

2

0 2( ) ,             (11)

kde ky je silová konstanta, y je úhel mezi rovinami ijk a ljk

a y0 je rovnovážná hodnota tohoto úhlu.

1.2 Ne va zeb né in terak ce

Nevazebné interakce Envaz zahrnují elektrostatické Eel a van 
der Waalsovy interakce EvdW  a vodíkové vazby EHb .

Pro Coulombické interakce platí

E
q q

d
el

i j

ijij

= å
1

4pe
,             (12)

kde qi a qj jsou náboje atomù i a j, dij jejich vzdálenost a e
dielektrická konstanta. Náboje jsou buï celoèíselné (pro
ionty), nebo parciální, reprezentující polaritu molekuly
(dipól, kvadrupól, atd.). Van der Waalsovy interakce se
poèítají buï pomocí exponenciálního výrazu, tzv.
Buckinghamova potenciálu
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6
            (13)

kde A, B, C jsou konstanty a dij vzdálenost atomù. Další
výraz pro van der Waalsovy interakce je Lennardùv-
 Jonesùv potenciál

E E
d

d

d

d
vdW i

i

ij

i

iji

=
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

-
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

0
0

12
0

6

2
j

å ,             (14)

kde -Ei
0 je minimální vdW energie atomu, di

0/2 jeho tzv.
van der Waalsùv polomìr a dij vzdálenost atomù. Vodíkové 
vazby se poèítají podobným zpùsobem

E
F

d

G

d
HB

ij ijij

= -å 12 10
,             (15)

kde F, G jsou konstanty a dij vzdálenost páru do nor-
 akceptor.

Ome ze ní do sa hu in terak cí

Složitost výpoètu nevazebných interakcí kvadraticky
závisí na poètu atomù v systému, což pro vìtší systémy
mùže pøedstavovat problém a je tøeba uèinit oøezání
(cut-off), tj. stanovit mez, nad kterou se interakce mezi
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Obrázek 2. Úhlová torze.

Obrázek 3. Um brella inverze.

Obrázek 4. Am ber inverze.

Obrázek 5. Charm inverze.



atomy zanedbávají nebo poèítají pøibližnì. Zejména pak
pro krystaly, kde sumace ve vztazích pro tyto interakce
obsa huje nekoneèný poèet èlenù,

je nezbytné omezení a existují metody, jak tyto sumy
poèítat efektivním zpùsobem, napø. Ewaldova sumace [3].
Je tøeba rozlišit krátkodosahové interakce klesající rychleji
než 1/d3 (napø. Lennardùv-Jonesùv potenciál, která klesá
jako 1/d6 ), které je možno zanedbat již pro vzdálenosti
vìtší než nìkolikanásobek interakèního min ima, a daleko -
do sa hové interakce (napø. Coulombická interakce sláb -
noucí jako 1/d pro interakci náboj-náboj), které nelze již
jednoduše pro vìtší vzdálenosti zanedbat. Je možno
napøíklad provést pøímé oøezání, kdy jsou interakce nad
jistou vzdálenost ignorovány. Tato metoda ale mùže vést k
nespo jitostem v ploše energie a jejích derivacích. Tento
problém se øeší pøechodovými funkcemi, které  vedou
k hladkému pøerušení interakcí. Vìtším problémem u této
pøímé metody je rozdìlení dipólù, kdy jeden z pólù zùstane
pod hranicí oøezu a druhý nad a vzniká tak nefyzikální
monopól. Protože pøíspìvek k energii z interakce mono -
pólù je o pár øádù vìtší než z interakce dipólù zformo va -
ných z monopólù, takové rozdìlení dipólu pøináší velké
chyby výpoètu energie a je tøeba mu pøedejít. Øeší se to
napø. metodou oøezávání po nábojových skupinách, což
jsou malé skupiny blízkých atomù, které mají spoleèný
náboj dostateènì blízko nule. Nábojovými skupinami
bývají obvykle bìžné chemické funkèní skupiny. Pro
periodické systémy jsou pøesnìjší a efektivnìjší metody na
výpoèet nevazebných interakcí, než je metoda oøezávání.
Jedná se o multiplovou metodu a pøedevším Ewaldovu
sumaci.

Ewaldova technika je podrobnì popsána v [3]. Spoèívá
v rozdìlení møížové sumy na dva èleny. Møížová suma je

S
A

r r R
m

ij

i j L

m
L i j

=
- -

å
1

2 r r r
, ,

,             (16)

kde 
r
ri  a  

r
rj  jsou bázové vektory atomù i a j a 

r
RL  je møížový

translaèní vektor, pøièemž sumy pøes i a j jdou každá pøes
všechny atomy v buòce. První èlen z møížové sumy

vznikne jejím vynásobením konvergenèní funkcí j(r),

která rychle klesá s r, druhý èlen pak vynásobením   1- j(r):
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První èlen velmi rychle konverguje. Druhý èlen lze
Fourierovou transformací pøevést na  rychle konvergující
sumu v reciproké møíži. Obì sumy lze tedy omezit na jistý
poèet èlenù. Konvergenèní funkce je pro elektrostatickou
energii

f h h
p h

1
21

2
( ) ( ) ( ) exp( )r r r s ds

r

= = - = -
¥

òerfc erf      (18)

a pro rozptylovou energii 

( )f h h h h2
2 4 21( ) ( ) ( ) ( ) exp( ( ) ),r r r r r= = + + -erfc  (19)

kde parametr h slouží k vyrovnání rychlosti konvergence
mezi sumami v reálném a reciprokém prostoru. Doba
výpoètu sum závisí na zvolené velikosti omezení, tj. kolik
èlenù z nekoneèných sum se skuteènì zapoète.

1.3 Vý po èet ná bo jù

Náboje mohou být pro jednotlivé atomy pøiøazeny tzv.
tabulkovou metodou, kdy pøíslušný parciální náboj pro
daný atom v systému je odvozen napøíklad na základì
kvan tovì- mechanických výpoètù, pøípadnì na základì
expe rimentálních dat. K výpoètu rozložení nábojù v
molekule se používá metoda Charge equil i bra tion (QEq),
která rozložení nábojù spoète v závislosti na geometrii
molekuly. Metoda vychází z vyjádøení energie izolova -
ného atomu A jako funkce jeho náboje QA. Rozvoj této
energie EA(QA ) do Taylorovy øady má tvar 
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Pro atomy s nábojem +1 a -1 platí:
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Odeètením a seètením pøedchozích rovnic dostaneme:
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¶
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ç
ç
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ø
÷
÷ = - = AA ,             (24) 

kde I E EA A A= + -( )1 0  je ionizaèní energie (energie
potøebná k odtržení elektronu z neutrálního atomu), 
E E EA A A= - -0 1( ) je elektronová afinita (energie uvolnìná 

pøi vzniku aniontu z neutrálního atomu) a cA
0 je elektro -

negativita atomu (schopnost daného atomu  pøitahovat
elektrony). Pro pochopení fyzikálního smyslu (24) lze

uvažovat atom s orbitalem fA  obsazeným jen jedním
elektronem. Pøi odtržení elektronu je or bital atomu
prázdný, pøi zachycení elektronu je or bital obsazený
dvìma elektrony. J AA

0 , dané rozdílem IA a EA, je tak
Coulombická repulze mezi dvìma elektrony na orbitalu

fAA. Vztah pro energii izolovaného atomu (20) lze pøepsat
s použitím (23) a (24) na     

E Q E Q Q JA A A A A A AA( ) ,= + +0
0 2 01

2
c               (25)

Celková energie systému se získá vysèítáním pøes všechny
atomy:

Ó Krystalografická spoleènost

Výpoèetní postupy v molekulární mechanice       77



E Q Q E Q Q J
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kde JAB je Coulombická interakce mezi jednotkovými
náboji A a B, závislá na jejich vzdálenosti. Derivace
celkové energie podle náboje QA dává chemický potenciál

cA, jež je funkcí nábojù:

c
¶

¶
cA N

A

A A AA A B AB
B

N

Q Q
E

Q
Q J Q Q J( , , ) ,1

0 0

1

K = = + +
=

å   (27)

c c c1 2= = =K n   .             (28)

Pøidáním pøedpokladu, že souèet všech nábojù na jednot -
livých atomech je roven celkovému náboji na molekule

Q Qmol A
A

N

=
=

å
1

,             (29)

se získá N rovnic pro N nábojù v rovnováze, které se pro
danou strukturu øeší [4]. Pro vìtší modely vzdálené od
rovnováhy je obvykle potøeba døíve, než se pøiøadí náboje,
provést èásteènou minimalizaci, protože metoda QEq na
deformovaných modelech mùže vést k výpoètu nerealis -
tických nábojù.

2 Mo le ku lár ní me cha ni ka 

Molekulární mechanika se zamìøuje na statické vlastnosti
øešené struktury. Hlavním cílem je optimalizovat geometrii 
daného modelu, tedy najít uspoøádání atomù s minimální
celkovou potenciální energií. Pro tuto minimalizaci se ke
geometrické optimalizaci souøadnic atomù, a u perio dic -
kých modelù pøípadnì i parametrù buòky, používají rùzné
algoritmy. Další vlastnosti jsou následnì poèítány z této
optimalizované struktury. 

Mi ni ma li zaè ní al go ritmy

Minimalizace modelu probíhá ve dvou krocích. První
spoèívá ve vyhodnocení výrazu pro energii pøi daném
uspo øá dání atomù. V druhém kroku je uspoøádání upra -
veno tak, aby mìlo nižší hodnotu energie. Min ima mùže
být dosaženo po jedné úpravì struktury, nebo mùže být
potøeba tisíce iterací. To závisí na druhu algoritmu, na
tvaru plochy energie a na složitosti modelu. Efektivita mi -
ni malizace se posuzuje jak èasem potøebným k vyhodno -
cení výrazu pro energii, tak èasem a poètem iterací
potøebných k dosažení min ima. Výraz pro energii je funkce 
3N promìnných, kde N je poèet atomù v modelu. Každý
minimalizaèní algoritmus musí v tomto 3N-rozmìrném
prostoru urèit smìr k minimu a vzdálenost k minimu podél
tohoto smìru. Nalezený bod urèuje souøadnice struktury s
nižší energií.

2.1 Me to da nej vìt ší ho spá du (stee pest-descents)

Metoda nejvìtšího spádu definuje smìr k minimu jako
smìr gradientu v daném bodì. Tento smìr nevede pøímo k

minimu, proto se v minimu nalezeném podél tohoto smìru
definuje gradientem nový smìr a iterativnì se pokraèuje.
Min i mum podél daného smìru se vyskytuje pøesnì v bodì,
v kterém je daný smìr teèný k vrstevnicím energie. Z toho
vyplývá, že nový smìr urèený gradientem je kolmý k
pøedešlému. Bez ohledu na to, jakou metodou byl smìr k
minimu urèen, se k hledání min ima podél urèeného smìru
èasto používá metoda, která se nazývá line search. Jedná se
o jednodimenzionální minimalizaci podél smìrového
vektoru, pøi níž se min i mum jednoduše uzávorkovává mezi 
dva body s vyšší energií. Min ima je dosaženo postupnými
iteracemi, v nichž se ve smìru daného vektoru stále zmen -
šuje souvislý úsek, v nìmž se min i mum hledá. Fakt, že
násle dující smìry jsou na sebe kolmé, zajiš•uje efektivní
cestu k minimu pro pøibližnì kvadratické výrazy pro
energii. Ovšem ve skuteènosti tato metoda tím, že smìr
urèuje nejstrmìjším spádem, a tedy ne nutnì pøímo k
minimu, nejvhodnìjší smìr èasto mine, což vede k neefek -
tivní trajektorii, která èasto osciluje kolem cesty k minimu.
To se týká ploch energie s úzkými údolími. Tento problém
je možno øešit složitìjšími algoritmy, jako jsou metoda
konju go vaných gradientù a Newtonova- Raphsonova
metoda. Dalším problémem je nároènost hledání min ima
podél urèeného smìru. Je totiž tøeba provést nìkolik (3–10) 
vyhodnocení výrazu pro energii a v pøípadì molekulární
mechaniky bývá vyhodnocení výrazu tou èasovì nejná roè -
nìj ší èástí výpoètu. Tedy „line search není z toho to hledis -
ka moc efektivní metoda. Proto se pøesné hledání min ima
neprovádí, ale náhodnì se testují body podél prohle dá va -
né ho smìru a nový smìr je definován v prvním bodì, v
nìmž je energie nižší než v bodì výchozím. Výhodou je
znaèný pokles poètu vyhodnocení výrazu bìhem jedné
iterace (na 10 %–20 %), pøièemž poèet iterací k dosažení
min ima bývá zhruba stejný jako v metodì „line search“,
aèkoli trajektorie je více nepravidelná [5]. Metoda
nejvìtšího spádu bývá v blízkosti min ima pomalá. Ovšem
vzhledem ke spoléhání se na gradienty je také velmi
spolehlivá a silná, bez ohledu na to, jaký tvar má plocha
energie nebo z jakého bodu výpoèet zaèíná. Proto se tato
metoda obvykle jako první v øadì používá k úvodním
úpravám struktur, které jsou daleko od min ima a mají velké 
gradienty, pøièemž složitìjší a sofistikovanìjší algoritmy
jsou použity následnì.

2.2 Me to da kon ju go va ných gra di en tù

Metoda nejvìtšího spádu konverguje pomalu v blízkosti
min ima, protože každý následující smìr sice opraví
odchylku pøedešlého smìru od ideálního smìru k minimu,
ale nemùže se mu to úèinnì podaøit vzhledem k podmínce
kolmosti k pøedešlému smìru. Metoda konjugovaných
gradientù toto omezení nemá a každý následující smìr je
dán úpravou smìru pøedešlého. V metodì konjugovaných
gradientù je nový smìrový vektor  

r
hi+ 1vedoucí z bodu  i + 1 

dán pøipoètením gradientu 
r
g i+ 1  v bodì i + 1 k pøedešlému

smìru pøenásobenému konstantou gi :

r r r
h g hi i i i+ += +1 1 g ,            (30)

kde gi mùže být definováno dvìma rùznými zpùsoby – v
Polakovì-Ribiereovì metodì
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1 1 ,            (31)

a ve Fletcherovì-Reevesovì metodì [6]

g i
i i

i i

g g

g g
=

×

×
+ +1 1

r

r r ,            (32)

Aèkoli obì metody mají podobné charakteristiky, za
rùzných podmínek mùže být jedna výhodnìjší než druhá.
Aby bylo zaruèeno, že smìry jsou vzájemnì konjugované,
je tøeba min i mum podél daného smìru vyhledat pøesnì a
zajistit tím, že nový gra di ent bude opravdu kolmý na
pøedešlý smìr. Pøestože tyto výpoèty tak potøebují více
vyhod no cení výrazu pro energii, a proto èas na jednu
iteraci mùže být v metodì konjugovaných gradientù delší
než v metodì nejvìtšího spádu, je tato ztráta více než
kompenzována mnohem efektivnìjší konvergencí k
minimu. Je tøeba dodat, že tato metoda již pøedpokládá
uspoøádání atomù natolik blízko minimu, že plocha energie 
je už témìø kvadratická, jinak se výpoèet mùže stát
nestabilní. Metoda konjugovaných gradientù je vhodná pro 
velké modely, nebo• potøebuje øádovì jen N údajù pro
uchování pøedchozího smìru (na rozdíl od Newtonovy-
 Raphsonovy metody, viz dále). Detaily o metodì v [7].

2.3 New to no va-Ra ph so no va me to da

Tato metoda navíc k použití gradientu, kterým se urèuje
smìr hledání min ima, použije i informaci o zakøivení
plochy (druhá derivace) k výpoètu, kde se podél daného
smìru min i mum nachází. Protože matice druhých derivací
výrazu pro energii A definuje zakøivení v každém smìru,

pøenásobením její inverze A-1(r0 ) gradientem ÑE(r0 ) ve
výchozím bodì r0 lze vypoèíst pøedpokládané min i mum
rmin :

r r r r
r r A r E rmin ( ) ( ).= - ×Ñ-

0
1

0 0             (33)

Obdobnì jako v pøedešlých metodách je tøeba provádìt
tento postup iterativnì. Nevýhoda této metody je, že
výpoèet matice druhých derivací je èasovì nároèný a
vzhledem k øádovým rozmìrùm N2 nemusí být pro velké
systémy výpoèetní technikou zvládnutelný. Tato metoda je 
ještì citlivìjší než metoda konjugovaných gradientù na
požadavek kvadratiènosti plochy energie, v opaèném
pøípadì je nestabilní. Proto se obvykle používá až jako
poslední z minimalizaèních algoritmù pro pøípad, kdy je
požadována extrémní pøesnost na dosažené min i mum,
napø. pro následný výpoèet vibraèních frekvencí, které jsou 
vypoèteny chybnì i v pøípadì malých zbytkových gradien -
tù. Existují rùzné variace Newtonovy-Raphsonovy meto -
dy, napø. kvasi-Newtonova metoda, „oøíznutá Newtonova
metoda, atd. Nìkteré z nich mají výhodu, že nepotøebují k
uchování N2 údajù pro matici druhých derivací.
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