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Abstract

This article describes two extensions of standard X-ray dif-
fraction studies: kappa refinement and multipole refine-
ment. Standard single-crystal X-ray diffraction study is
based on conventional refinement that yields positions and
thermal displacement parameters of the atoms in the crys-
tal. Kappa refinement gives additional information about
net atomic charges. Multipole refinement provides full de-
scription of electron density in the crystal, which enables to
visualise bonding features, such as covalent bonds and
lone-pair orbitals. Connection between multipole refine-
ment and topological analysis of the electron density is
shown. Experimental problems connected with the meth-
ods of kappa and multipole refinement are briefly dis-
cussed.

Úvod

Standardní rentgenostrukturní analýza monokrystalù je
zalo�ena na tzv. modelu nezávislých atomù (= Independent
Atom Model, IAM). V rámci IAM se pøedpokládá, �e
krystal se skládá z neinteragujících atomù. Ka�dý atom je
popsán pomocí polohových souøadnic x ,y ,z a teplotních
parametrù Uij. Typickým výsledkem IAM je kompletní
informace o polohách a teplotních pohybech atomù v
krystalu, jinými slovy krystalová struktura.

Aèkoli IAM model se ukázal být velmi dobrou
aproximací, je mo�no jít za jeho rámec, provést pøesnìjší
difrakèní experiment a získat dodateèné informace týkající
se atomù v krystalu. Pomocí kappa upøesòování (= Kappa
Refinement, KR) [1] lze získat zejména informace o
atomových nábojích. Pomocí multipólového upøesòování
(= Multipole Refinement, MR) [2] lze získat úplný popis
elektronové hustoty v krystalu, co� v praxi znamená, �e na
speciálních mapách elektronových hustot mù�eme
pozorovat napøíklad kovalentní vazby a volné elektronové
páry. V tomto pojednání a pøednášce bude struènì
ukázáno:
� v èem spoèívá standardní rentgenostrukturní analýza a

jaká jsou její omezení
� jak získat atomové náboje pomocí metody kappa

upøesòování
� jak zviditelnit vazby v molekulách pomocí metody

multipólového upøesòování
� jak charakterizovat meziatomové interakce pomocí

èísel s vyu�itím metod topologické analýzy [3]
� jak provádìt difrakèní experimenty a následné

zpracování dat, abychom mohli získat informace o
atomových nábojích pomocí kappa upøesòování a

informace o elektronových hustotách v krystalu
pomocí multipólového upøesòování
V dalším textu se objeví praktické ukázky z práce, pøi

které byly urèeny atomové náboje a nábojové hustoty v
látce s názvem monohydrát hydrogen[(2,4-diamino-
pyrimidin-1-io)methyl]fosfonátu [4, 5] (obr. 1), která bude
dále oznaèována jako H35 � H2O. Podrobnìjší informace o
KR, MR a topologické analýze lze nalézt v pùvodních
zahranièních pracích [1, 2, 3] a ve dvou anglických uèeb-
nicích z nedávné doby [6, 7]. Stav problematiky na pøe-
lomu tisíciletí je shrnut ve velmi hezkém souborném
èlánku [8]. V èeské literatuøe jsou k dispozici dva pøeh-
ledné referáty. První z nich [9] pojednává zejména o
starších metodách X-X upøesòování a X-N upøesòování,
které zde nebudou zmiòovány. Druhý [10] se zabývá
pøedevším metodami KR a MR.

Model nezávislých atomù

Ve standardní rentgenostrukturní analýze se pøedpokládá,
�e krystal se skládá z navzájem neinteragujících atomù.
Lze si jej tedy pøedstavit jako soubor sféricky symetrických
atomù s pevnì danou velikostí a pevnì daným poètem
elektronù. Odpovídající model se jmenuje model nezávis-
lých atomù (Independent Atom Model = IAM) a elektro-
nová hustota na atomu je definována následovnì:

�atom(r) = sféricky_symetrická_funkce

Pomocí IAM modelu byly urèeny všechny známé krys-
talové struktury, co� dokazuje, �e se jedná o opravdu velmi
dobrou aproximaci. Tato skuteènost se dá vysvìtlit napøík-
lad srovnáním hodnot elektronových hustot [11]: maxima
elektronové hustoty pro atomy z první øádky periodické
soustavy jsou øádovì 1000 eÅ-3, zatímco zmìny elek-
tronové hustoty v dùsledku vazby atomù jsou øádovì
1 eÅ-3, co� je èíslo o tøi øády menší. IAM model tedy
správnì popisuje drtivou vìtšinu elektronové hustoty v
krystalu, která je sféricky rozmístìna v okolí atomových
jader. Ka�dý atom je pova�ován za „kulièku“, kterou
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Obrázek 1. Elektronový strukturní vzorec molekuly H35·H2O.



charakterizujeme pomocí její polohy (x, y, z) a jejích
vibrací v krystalu (Uij nebo Uiso). Typickým výsledkem
IAM modelu je krystalová struktura (obr. 2).

Aproximace pou�itá v IAM modelu funguje tím hùøe,
èím ménì má atom elektronù. Krajním pøípadem je atom
vodíku s jediným elektronem. Pokud je vodík vázán kova-
lentní vazbou X-H (kde X = C, N, O), je jeho jediný
elektron posunut smìrem k atomu X. IAM model pøed-
pokládá, �e elektronová hustota na atomu je sféricky
symetrická a v maximu elektronové hustoty se nachází
jádro atomu. Jeliko� maximum elektronové hustoty pro
atom vodíku je posunuto smìrem k atomu X, pøi pou�ití
IAM nalezneme vodík v krystalové struktuøe na
nesprávném místì a výsledkem je efekt známý jako
zdánlivé zkrácení X-H vazeb [12], které se mù�e
pohybovat øádovì a� v desetinách Å.

Jiným efektem spojeným s nesférickým rozlo�ením
elektronové hustoty kolem atomù jsou asférické posuny.
Efekt je pomìrnì jemný, ale stává se dobøe patrným pøi
porovnání rentgenografických a neutronografických dat.
Neutrony difraktují na atomových jádrech a tudí� neut-
ronová difrakce poskytuje pøesné polohy jader atomù.
Rentgenovy paprsky difraktují na elektronech, pøièem� se
v rámci IAM pøedpokládá, �e v maximu elektronové
hustoty se nachází jádro atomu, co� však nemusí být v�dy
pøesnì splnìno. Napøíklad v molekule vody je maximum
elektronové hustoty pro atom kyslíku posunuto ve smìru
volného elektronového páru [13]. Asférické posuny jsou
definovány jako rozdíly mezi neutronografickými a rentge-
nografickými polohami atomu a èiní øádovì tisíciny a�
setiny Å.

Z dalších efektù, které odhalují nìkteré nedostatky
zjednodušeného modelu IAM, jmenujme ještì existenci

dipólových momentù u molekul v krystalech a výskyt tzv.
zakázaných difrakcí napøíklad u krystalù diamantu [14]
nebo køemíku [15].

Kappa upøesòování

Kappa upøesòování je upøesòování krystalové struktury
metodou nejmenších ètvercù na základì kappa formalismu
[1], co� je pomìrnì jednoduchý model, který umo�òuje
popsat pøesun elektronové hustoty mezi atomy díky tomu,
�e oddìluje difrakci na vnitøních a valenèních elektronech
atomu. V rámci modelu jsou atomy v krystalu stále
pova�ovány za sféricky symetrické, ale mohou si navzájem
vymìòovat elektrony a mohou mìnit svoji velikost.
Elektronová hustota atomu je popsána vztahem:

� � � � �atom core valencer r P r( ) ( ) ( )3

kde funkce �core je sféricky zprùmìrovaná elektronová
hustota pøíslušející vnitøním elektronùm a �valence je
sféricky zprùmìrovaná elektronová hustota pøíslušející
valenèním elektronùm atomu. Populaèní parametr valenèní
slupky Pv udává poèet valenèních elektronù; atomové
náboje je mo�no vypoèíst jako (Nv - Pv), kde Nv je poèet
valenèních elektronù v izolovaném atomu. Radiální
parametr � popisuje rozta�ení èi smrštìní valenèní sféry
atomu. Pokud platí � > 1, stejná elektronová hustota jako u
izolovaného atomu se nachází v menší vzdálenosti r od
jádra a tudí� je atom smrštìn ve srovnání s izolovaným
atomem. Analogicky pro � < 1 je atom rozta�en, proto�e
stejná elektronová hustota se nachází ve vìtší vzdálenosti r

od jádra. Funkce �core a �valence jsou pro ka�dý atom pevnì
definovány. Parametry Pv a � se upøesòují spolu
s polohovými a teplotními parametry atomù metodou
nejmenších ètvercù. Typickým výsledkem kappa
upøesòování jsou právì hodnoty parametrù Pv a �, které
poskytují informace o atomových nábojích a rozta�ení èi
smrštìní atomù v krystalu (tab. 1).

V tabulce 1 si mù�eme povšimnout, �e experimentálnì
urèené atomové náboje souhlasí s obecným konceptem
elektronegativity. Nejelektronegativnìjšími atomy ve
struktuøe jsou kyslíky, vesmìs nesoucí pomìrnì vysoké
záporné náboje. Naopak elektropositivní atomy fosforu,
uhlíku èi vodíku jsou nabity kladnì. Pozoruhodný je
zvláštì záporný náboj na atomu dusíku N1, který je v
rozporu ze strukturním elektronovým vzorcem (srovnej
tab. 1, obr. 1 a obr. 2). Tento rozpor plyne z omezené plat-
nosti oktetového pravidla, pomocí nìho� se elektronové
strukturní vzorce konstruují. Existenci experimentálnì
nalezeného záporného náboje na atomu N1 potvrzují i
kvantovì chemické výpoèty [4]. Pøesnìjší diskusi
atomových nábojù na aromatickém kruhu H35·H2O je
mo�né nalézt v ref. [4].

Multipólové upøesòování

Model IAM pova�uje atomy v krystalu za izolované a
nenabité. Pøi KR pøedpokládáme, �e atomy si mohou
vymìòovat elektrony a mìnit svoji velikost. Nicménì jak v
IAM, tak v KR jsou atomy pova�ovány za sféricky
symetrické. K popisu veškeré elektronové hustoty v
krystalu je nutno pou�ít pokroèilejších modelù. V

� Krystalografická spoleènost

Materials Structure, vol. 9, number 1 (2002) 27

Obrázek 2. ORTEP diagram ukazující symetricky nezávislou
èást H35×H2O.



uplynulých 30 letech si nejvìtší popularitu získaly
takzvané asférické pseudoatomové modely. Termín
asférické znaèí, �e elektronová hustota na jednotlivých
atomech u� není pova�ována za sféricky symetrickou a
termín pseudoatomové znaèí, �e celková elektronová
hustota v krystalu je poskládána z takzvaných
pseudoatomù, co� jsou nesférické elektronové hustoty
støedované na jádrech jednotlivých atomù. Nejpopulárnìjší
asférický pseudoatomový model je multipólový model,
zalo�ený na multipólovém formalismu [2]. Multipólové
upøesòování (= Multipole Refinement, MR) je upøesòování
krystalové struktury metodou nejmenších ètvercù na
základì multipólového formalismu. Elektronová hustota
atomu je popsána vztahem:

� � � � �

� �

atom core valence

l lm

r r P r

R r P d

( ) ( ) ( )

' ( ' )

3

lm
m

l

l

l

( , ),
max

�
00

kde vektor r a souøadnice r, �, � jsou dány pomocí
lokálního souøadnicového systému definovaného u�ivate-
lem na ka�dém atomu. Celková elektronová hustota na
atomu se získá seètením tøí èlenù. Význam prvních dvou
èlenù je stejný jako v pøípadì kappa upøesòování. Tøetí
èlen, obsahující dvì sumace, mìní atomovou elektronovou
hustotu na nesférickou. Rl jsou radiální funkce Slaterova
typu a dlm� jsou angulární funkce, nazývané té� multipó-
lové hustotní funkce nebo jen multipólové funkce èi
multipóly. Tvary radiálních a angulárních funkcí jsou
pevnì dány. Angulární funkce se tvarem velmi podobají
atomovým orbitalùm a jejich orientace v prostoru je defi-
nována lokálním souøadnicovým systémem na daném
atomu. Plm� jsou multipólové populaèní parametry, udáva-
jící pøesuny elektronù v rámci multipólových funkcí.

Parametr �’ popisuje rozta�ení èi smrštìní nesférické
elektronové hustoty popsané pomocí radiálních a
angulárních funkcí.

Pøi multipólovém upøesòování se kromì polohových a
teplotních parametrù atomù upøesòují metodou nejmenších
ètvercù ještì parametry Pv, �, Plm� a �’. Prostøednictvím
tìchto parametrù je popsána nábojová hustota v krystalu,
èeho� lze vyu�ít pro vykreslování modelových map defor-
maèních elektronových hustot (obr. 3a, 3b). Modelové
mapy jsou typickým výsledkem multipólového upøes-
òování. Název modelové vyplývá ze skuteènosti, �e jsou
zalo�eny výhradnì na parametrech získaných z multi-
pólového modelu. Název deformaèní øíká, �e mapy ukazují
odchylky èili deformace od sféricky symetrické elektro-
nové hustoty na atomech, tj. napøíklad kovalentní vazby
nebo volné elektronové páry. Pøesný popis modelových
map deformaèní elektronové hustoty lze nalézt v literatuøe
[2, 6].

Máme-li kompletnì popsánu elektronovou hustotu v
krystalu, mù�eme dále vypoèítat celou øadu dùle�itých
charakteristik molekul v krystalech. Lze poèítat dipólové,
kvadrupólové a vyšší elektrostatické momenty, elektro-
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Obrázek 3. Dynamická (a) a statická (b) mapa deformaèní
elektronové hustoty v rovinì aromatického kruhu H35·H2O.
Kladné vrstevnice jsou plné, záporné èárkované a nulové
teèkované èáry. Vrstevnice po 0.05 eÅ-3 (a) a 0.1 eÅ-3 (b).

Atom Pv � q [e]

P1 4.20(12) 1.032(15) +0.80(12)

O1 6.91(5) 0.944(5) -0.91(5)

O2 6.76(5) 0.963(6) -0.76(5)

O3 6.40(5) 0.984(6) -0.40(5)

O4 6.42(7) 0.978(7) -0.42(5)

N1 5.16(5) 1.047(8) -0.16(5)

C2 3.41(5) 1.142(12) +0.59(5)

N2 5.37(7) 1.017(8) -0.37(7)

N3 5.60(6) 1.002(7) -0.60(6)

C4 3.59(6) 1.123(12) +0.41(6)

N4 5.19(7) 1.037(8) -0.19(7)

C5 4.27(6) 1.053(9) -0.27(6)

C6 3.76(6) 1.085(11) +0.24(6)

C7 4.10(9) 1.032(10) -0.10(9)

Tabulka 1. Výsledek KR pro slouèeninu H35·H2O. Atomové
náboje q jsou vypoèítány jako Nv - Pv, kde Nv je poèet valenèních
elektronù izolovaného atomu a Pv je populaèní parametr valenèní
slupky. Jsou uvedeny pouze parametry pro nevodíkové atomy.



statický potenciál v okolí molekuly, odhadovat popupace
d-orbitalù v pøechodných kovech a podobnì [6-10].

Topologická analýza

Topologická analýza elektronové hustoty je, jak název
napovídá, studium prostorového rozlo�ení elektronové
hustoty. Topologická analýza umo�òuje kvantitativní
zpracování informací obsa�ených na mapách elektro-
nových hustot. Vstupem do topologické analýzy je funkce
�(r), co� je celková elektronová hustota v molekule nebo
krystalu.a výstupem jsou èíselné údaje popisující velièiny
jako je øád vazby, dvojný charakter vazby a podobnì.
Funkci �(r) mù�eme získat buï z kvantovì-chemických
výpoètù nebo z multipólového upøesòování, co� nabízí se
velmi zajímavou mo�nost pøímého srovnání teorie s
experimentem. Z funkce �(r) mù�eme vypoèítat øadu
dalších velièin, napøíklad:
� první a druhé derivace: ��(r)/�xi, �2�(r)/�xi�xj

� gradient a laplacián elektronové hustoty: ��(r), �2�(r)
� Hessovskou matici H(r): symetrická matice 3x3, její�

prvky jsou druhé derivace �2�(r)/�xi�xj

� vlastní hodnoty (eigenvalues) Hessovské matice, tzv.
køivosti (curvatures): 	1, 	2, 	3

Problémem zùstává, jak vyextrahovat nìjaké
smysluplné údaje z tak ohromného mno�ství dat: zatím
jsme pouze z jedné funkce tøí promìnných (�(r) = �(x, y, z)
= �(x1, x2, x3)), získali nìkolik dalších funkcí tøí promìn-
ných (��(r)/�xi, �2�(r)/�xi�xj, ��(r), �2�(r)). Naštìstí
bylo ukázáno [3], �e nejdùle�itìjšími prvky v tøírozmìrné
elektronové hustotì jsou takzvané kritické body (= Critical
Points = CP), kterých je v ka�dé molekule èi elementární
buòce jen nìkolik a nacházejí se v místech, kde jsou
všechny první derivace elektronové hustoty nulové
(��(r)/�x = ��(r)/�y = ��(r)/�z = 0). Kritické body se dále
charakterizují pomocí druhých derivací elektronové
hustoty (�2�(r)/�xi�xj), pøesnìji øeèeno pomocí køivostí 	1,
	2, 	3: ka�dý kritický bod je oznaèen dvìma èísly, z nich�

první udává poèet nenulových køivostí (v pøípadì
tøírozmìrné elektronové hustoty je toto èíslo v�dy 3) a
druhé udává souèet znamének køivostí (zde jsou ètyøi
mo�nosti, viz obr. 4). Ka�dé mapì elektronové hustoty
dominují maxima elektronové hustoty v místech, kde se
nacházejí atomy, co� jsou podle topologické analýzy
kritické body typu (3,-3). Z chemického hlediska jsou
zpravidla nejzajímavìjší sedlové body vazeb, co� jsou z
hlediska topologické analýzy kritické body (3,-1), tzv.
kritické body vazby (= Bond Critical Points = BCP).
Pomocí hodnot výše definovaných funkcí v místì BCP lze
ka�dou vazbu kvantitativnì popsat. Napøíklad øád vazby
lze odvodit z hodnoty �(r) v BCP, dvojný charakter vazby
lze získat pomocí hodnoty velièiny zvané elipticita (=
elipticity: 
 = 	1/	2 - 1) v BCP, kovalentnost vazby lze
kvantitativnì posoudit na základì hodnoty laplaciánu
�2�(r) v BCP a podobnì. Podrobnìjší popis topologické
analýzy lze nalézt v literatuøe [3, 6, 8], pøíklad topologické
analýzy aplikované na krystal H35·H2O lze nalézt v ref.
[5].

Studium nábojových hustot v praxi

Na mo�nost studovat meziatomové interakce pomocí rent-
genostrukturní analýzy upozornil P. Debye ji� roku 1915,
nicménì pøesnost mìøení difrakcí nebyla zdaleka postaèu-
jící, tak�e k prvním experimentùm došlo a� v 60. a 70.
letech minulého století. Metody KR a MR byly popsány na
samém konci 70. let [1,2]. V 80. a 90. letech obor postupnì
vyzrál, na konci 90. let u� se objevily i první uèebnice [5,6].
V Èeské republice se této tématice zøejmì nikdo nevìnoval
a první studie se tak objevily a� ve tøetím tisíciletí [4].

Pro urèování atomových nábojù pomocí kappa upøes-
òování je nutné mít k dispozici pøesnìjší a kvalitnìjší data
ne� je obvyklé ve standardní rentgenostrukturní analýze.
Ještì kvalitnìjších dat je zapotøebí pro urèování nábo-
jových hustot v krystalu pomocí multipólového upøes-
òování. Data se obvykle mìøí za nízkých teplot kolem 100
K, aby se minimalizoval teplotní pohyb atomù, který pøi
studiích nábojových hustot pùsobí rušivì. Dále je nutné
zmìøit difrakce s vysokými difrakèními úhly �, aby bylo
dosa�eno vyššího rozlišení na mapách elektronových
hustot. Pro standardní rentgenostrukturní analýzu postaèují
nízkoúhlové difrakce se sin �/	 � 0,6 Å-1, kde 	 je vlnová
délka pou�itého rentgenového záøení. Pro urèování atomo-
vých nábojù je vhodné zmìøit i difrakce se sin�/	 � 0,6 Å-1

a pro studia nábojových hustot jsou nezbytné i vysoko-
úhlové difrakce se sin �/	 � 0,9 Å-1.

Difrakèní data je mo�no mìøit buï s pou�itím bodo-
vých nebo plošných detektorù. Praxe ukázala, �e bodové
detektory jsou zpravidla pøesnìjší pokud jde o mìøení
jednotlivých difrakcí, ale mìøení objemù dat nutných pro
metodu MR trvá týdny a� mìsíce pro jeden krystal. U ploš-
ných detektorù je mìøení znaènì rychlejší, trvá zpravidla
jen nìkolik hodin (pro metodu KR) nebo dní (MR); v
pøesnosti se nakonec plošné detektory minimálnì vyrovna-
jí bodovým, pokud jsou data mìøena s velkou redundancí.
Pou�ívá se redundancí kolem 5 i více, pøièem� redundance
5 znamená, �e jedna reflexe je zmìøena v prùmìru 5x.

Pokud jde o studované krystaly, byly zpoèátku stu-
dovány pøedevším dobøe difraktující krystaly (vìtší
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Obrázek 4. Všechny ètyøi typy kritických bodù, které se mohou
vyskytnout na tøírozmìrných mapách elektronové hustoty r(r).
Pomocí šedých koleèek jsou schematicky znázornìny atomy.
Pomocí šipek jsou schematicky znázornìny nárùst (pøerušované
šipky) a pokles (plné šipky) elektronové hustoty. Kritické body
jsou oznaèeny èísly a anglickými názvy. Je vidìt, �e kritickým
bodùm (3,-3) odpovídají atomy, bodùm (3,-1) sedlové body
vazeb, bodùm (3,+1) støedy kruhù a koneènì bodùm (3,+3)
odpovídají lokální minima na mapách elektronových hustot.
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pøesnost mìøení silných reflexí), obsahující jen nìkolik
málo atomù v symetricky nezávislé èásti (vìtší rychlost
výpoètù), krystalizující v centrosymetrických prostoro-
vých grupách (pøesnìjší urèení fází strukturních faktorù),
sestávající z lehkých prvkù z první a druhé øady periodické
tabulky (pøíznivý pomìr vnitøních a vnìjších elektronù -
vazebné efekty se týkají prakticky výhradnì valenèních
elektronù a jsou tudí� snáze pozorovatelné na lehkých
atomech). S vývojem pøístrojové i výpoèetní techniky se
zaèínaly studovat i vìtší látky (velké organické molekuly)
krystalizující v necentrosymetrických grupách (oligopep-
tidy) a obsahující tì�ší prvky (do první øady pøechodných
kovù vèetnì).

Jak u� bylo diskutováno výše, jsou zmìny celkové
elektronové hustoty v krystalu, které vzniknou v dùsledku
mezivazebných velmi jemné. Aby bylo mo�no tyto od-
chylky vùbec odhalit, je nutno mìøit difrakèní data co nej-
pøesnìji a pokud krystal obsahuje tì�ší prvky, jsou
bezpodmíneènì nutné pøesné absorpèní a extinkèní
korekce, které se ostatnì doporuèují i u krystalù obsa-
hujících jen lehèí prvky.

Závìr

Standardní rentgenostrukturní analýza monokrystalù
zalo�ená na IAM postaèuje pro naprostou vìtšinu pøípadù.
Jsou-li k dispozici nadprùmìrnì kvalitní krystaly, je mo�no
vyu�ít té� metod KR a MR, èím� lze získat øadu dalších
informací, záva�ných jak z teoretického, tak z praktického
hlediska. Pokud jde o teorii, metody KR a MR pøíspívají k
pochopení vazeb v molekulách a umo�òují experimentálnì
ovìøovat kvantovì mechanické výpoèty. V praxi lze pou�ít
napøíklad experimentální atomové náboje pøi návrhu
organických syntéz nebo elektrostatické potenciály, které
hrají dùle�itou roli pøi molekulárním rozpoznávání.
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