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Comparison of approximative and Fourier deconvolution methods for analysis of
X-ray diffraction profiles
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Abstract

Experimental diffraction profile is assumed to be a convo-
lution of physical profile and instrumental function. Physi-
cal profile is broadened by diffracting volume properties
and instrumental function is determined by the incident ra-
diation properties and by the geometrical arrangement of
the experiment. Several deconvolution methods for the
physical diffraction profile analysis were developed. Fou-
rier deconvolution methods are based on the fact, that the
Fourier transform of a convolution is simply given by the
product of individual transforms. Then it is possible to con-
struct the physical profile transform image by means of the
experimental and standard profile transforms. Approxima-
tive deconvolution methods use the angular dependency of
the diffraction line profile properties. Fourier and approxi-
mative deconvolution methods are compared.
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1. Linearny systém a dekonvolucia
fyzikalneho profilu

Pojem linearneho systému koreSponduje s tedriou algebra-
ickych invariantov, ktora sa snazi v systéme linearnych
rovnic identifikovat’ veli¢iny, invariantné voci linearnym
transformaciam premennych tohoto sytému. Vseobecny
linearny model moZeme povazovat za rozsirenie pojmu
mnohonasobnej linearnej regresie pre jednu zavisle preme-
nni. Cielom mnohonésobnej regresie je kvantifikovat
vzt'ah medzi niekol’kymi nezédvisle premennymi (predikto-
ry) a zavisle premennou. Mnohonésobna regresia vyuziva
linearnu zavislost' v tvare Y = b,y + b, X; + b,X, + ...+ biX},
kde k je pocet prediktorov. Regresné koeficienty v tejto
rovnici (koeficienty b,...,b) reprezentuju nezavislé
prispevky kaZzdej zloZky zavisle premennej k predikcii
hodnoty tejto zavisle premennej. Regresny povrch
(priamka pri linedrnej regresii, rovina alebo viacrozmerna
plocha pri mnohondsobnej regresii) vyjadruje najlepSiu
predikciu hodnoty zavisle premennej Y, dant nezavislymi
premennymi X. Realita je vSak dobre predikovatel'na len
zriedka a zvycCajne existuje znacna variabilita odchylok
pozorovanych hodnot od regresného povrchu. Odchylka
ur¢itého bodu od najbliz§icho zodpovedajuceho bodu na
predikovanom regresnom povrchu sa nazyva rezidualna
hodnota. Cielom linearnej regresie je urcit’ taky povrch,

vstup  f{?) vystup  A(t)

Linearny systém

Obrazok 1. Schematicka reprezentacia linearneho systému, f(z)
je nezavisle premenna, A() je zavisle premenna

ktory je linearnou funkciou premennych X a je ¢o najblizsie
k pozorovanej hodnote premennej Y. Rezidualne hodnoty
pozorovanych bodov preto mozno pouzit’ na kostrukciu
kritéria pre najlepSie vyrovnanie regresného povrchu. Pri
rieSeni regresnych problémov sa zvycajne pocita regresny
povrch, ktory ma minimalny sucet druhych mocnin odchy-
lok pozorovanych bodov od tohto povrchu [1].

1.1 Linedrne systémy — vlastnosti

Pri syst¢tmovom pristupe k Stadiu difrakénych javov je
dodlezita poziadavka na adekvatnost’ matematického mode-
lu, ktory popisuje spravanie uvazovaného systému. Na tie-
to ucely sa Casto pouziva analyza linearnych systémov, pre
ktort bola vypracovana pomerne rozsiahla teéria. Na rieSe-
nie nelinearnych modelov v§eobecné metddy nemame. Li-
nearny systém moZeme schematicky zobrazit podla
obrazka 1.

Vyznamnymi vlastnostami linedrneho systému st
homogenita {u(?) - y(t) = au(t) - ay(t)} a superpozicia
{ui(t) > yi(1), ux(t) = y2(t) = ui(t) + ux(t) > yi(t) + y2(1)}.
Systém je linearny prave vtedy, ked’ splia podmienku
homogenity aj superpozicie.

1.2 Linearne systémy - konvolicia

Konvolucia popisuje vplyv linearneho systému, ktory dava
na vystupe vaZenu strednu hodnotu pozorovane;j fyzikalnej
veli¢iny v uritom intervale hodnét. Vystupom takéhoto
meracieho systému je konvolticia namiesto samotnej poZa-
dovanej hodnoty vstupnej premennej. Konvoltcia limituje
vsetky fyzikalne pozorovania a podstatne ohraniCuje
rozliSovaciu schopnost. Konvolucia funkcii f(x) a g(x) je
definovana vztahom:

h(X)=fg(u)f(x—u)du=f(X)*g(X) (M
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Operacie konvolucie je komutativna, f* * g = g * £, asocia-
tivna, f*(g*h) = (f *g)* h, a distributivna, f*(g + h) =f*g
+ g *h. Tieto vlastnosti s uzitocné pri rekonstrukcii alebo
dekonvolucii tidajov ziskanych meracimi pristrojmi, ktoré
modelujeme pomocou linearneho systému.

Linearny diskrétny systém je charakterizovany preno-
sovou funkciou g(k) a pre vstupni premennt f(k)
produkuje vystupna premennt 4 (k)

h<k>=§g(i>f<k—i) )

Prenosova funkcia linearneho systému takto moze byt
skonstruovana ako inverzna transformacia odozvy systému
na vstupntl premenntl. Meraci pristroj sa podl'a vlastnosti
homogenity a superpozicie méZe rozloZit' na Casti, ktoré sa
daju adekvatne aproximovat’ modelom linedrneho sys-
tému. Vnutorné vlastnosti kazdej takejto Casti prispievaji
k prenosovej funkcii, ktora modifikuje vstupné hodnoty
v operacii konvolucie. Dekonvoluciou vystupnych hodnot
je mozné zlepsSit aproximaciu poévodnych vstupnych
hodnot. Tato dekonvolucia vyZzaduje znalost’ prenosove;j
funkcie kazdej Casti meracieho pristroja. Prenosové
funkcie jednotlivych ¢asti meracicho pristroja je mozné
urcit’ pomocou ich odozvy na impulzny vstup.

1.3 Linedrne systémy — Fourierova
transformacia

Pri stidiu linedrnych systémov sa pouzivaju linedrne
integralne  transformacie. Fourierova transformacia
funkcie f{x) je definovana vzt'ahom

F(s)= f S(x)exp(2mixs)dx =F{f(x)} ~ (3)
a inverzna F(;urierova transformacia
fx)= IF(s)exp(—Znixs)ds:F'I {F(s)} 4)

Fourierov obraz F(s) predstavuje reprezentaciu funkcie f(x)
vo frekvencnej doméne. Parameter s predstavuje frekven-
cie harmonickych funkcii rozkladu funkcie f(x) [2].
V suvislosti s Fourierovou transformaciou sa hovori
o dvoch doménach: doméne funkcie f(x) (o Casovej domé-
ne) a o doméne funkcie F(s) (frekvenénej) doméne. Opera-
ciam v jednej doméne zodpovedaju ur€ité operacie v druhej
doméne. Napriklad konvolucii v ¢asovej doméne zodpo-
veda konvolucia vo frekven¢nej doméne a naopak.

2 Niektoré vlastnosti Fourierovej
transformacie

o Skalovanie
F{f(x)}=F(s),aeR: F{f(ax)}=la]' F(s/a) (5)

Pri zuzZeni funkcie f(x) sa jej Fourierov obraz rozsiri a znizi.
Podobne F {|a|” fix/a)} = F(as).

¢ Posun

F{f(x)}=F(s),x, eR: F{f(x—x,)}=F(s)exp(2mix,s)
(6)
Podobne F{f(x) exp(i 21 xs9)} = F(s-59).

« Konvolu¢ny teorém

Ak h(x) = flx)* gx), Figx)} = G(s), Fifix); = F(s), a
F{h(x)} = H(s), potom H(s) = F{ftx)* g(x)} = F(s5).G(s)

Podobne F{f(x).g(x)} = F(s)*G(s)
* Vzorkovanie a aliasing

Ak F(s) = 0 for |s| > 2nB, hovorime o pasmovo ohrani-
Cenej funkcii f(7). Takato funkciu moéZeme bezchybne
rekons$truovat’ z postupnosti vzoriek, snimanych konstant-
nou vzorkovacou frekvenciou R > 2B (vzoriek/ sekundu).
Minimalna vzorkovacia frekvencia 2B sa nazyva Nyquis-
tova frekvencia, zodpovedajici vzorkovaci interval 7 =
1/2B (kde t = nT) sa nazyva Nyquistov interval. Funkcia
vzorkovand s intervalom 7 > /2B je vzorkovana nedosta-
tocne (je “podvzorkovand”). Fourierov obraz takejto
funkcie neobsahuje Uplnu informaciu o jej frekvenénom
spektre a Gplna spétna rekonstrukcia funkcie f{z) z postup-
nosti vzoriek nie je mozna. Okraje fourierovského spektra
nekonverguju k nule ale st spektralne posunuté. Tento
posun okrajov spektra sa nazyva aliasing. Okraje v spektre
kriticky vzorkovanej funkcie (pri Nyquistovej frekvencii
vzorkovania) konverguju k nule na okrajoch spektra a toto
spektrum je vhodné na rekonstrukciu funkcie f{#). Spekt-
rum “prevzorkovanej” funkcie je tizke a vacSina hodndt je
nulova. Vplyv vzorkovacej frekvencie na vlastnosti
Fourierovho obrazu ilustruje obrazok 2.

3.  Dekonvolicia rtg difrakéného profilu

Experimentalne urcovanie difrakénych profilov budeme
modelovat’ linedrnym diskrétnym systémom. Pritom bude-
me predpokladat’, Ze experimentalny profil % je konvo-
luciou fyzikalneho profilu f a prenosovej funkcie g
(pristrojovej funkcie, pristrojového rozsirenia). Prenosova
funkciu g(x) modelujeme ako odozvu systému pri merani
difrakéného profilu Standardu. Dekonvolucia fyzikalneho
profilu difrak¢énej linie sa robi pomocou experimentalnych
difrakénych profilov s presne urcenym Standartnym a roz-
Sirenym profilom. Dekompoziciu superponovanych refle-
xii je mozné urobit pomocou vypocétu teoretickych
aproximacnych funkcii, popisujucich jednotlivé reflexie.
Pri optimalizacii tychto teoretickych profilov sa aproximu-
ju polohy, intenzity, Sirkové charakteristiky (FWHM)
a dalSie parametre. V désledku konvolucie prenosovej
funkcie g(x) a fyzikalneho profilu f{x) ma experimentalny
difrakény profil 4(x) iné charakteristiky ako f{x), je rozsire-
ny. Rozsirenie difrakéného rtg profilu mdéze byt’ parazit-
nym javom, ktory je potrebné odstranit. Toto plati
$pecialne pre Strukturnu a fazovu analyzu. Na druhej strane
roz$irenie difrakéného profilu moze byt chapané ako zdroj
informacie pre §tidium realnej Struktary materialov.
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Obrazok 2. Porovnanie difrakéného profilu, modelovaného Voigtovou funkciou V a jeho Fourierovho obrazu
FT(V) pri roznych vzorkovacich frekvenciach.
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Pri analyze dekonvolucie fyzikalneho profilu sa pouziva
viacero metdd, ktorych aplikovatelnost je predmetom
diskusie: regularizatné metddy, pravdepodobnostné
metddy, fourierovské metddy (vyuzitie Fourierovej
transformacie v priamom alebo reciprocnom priestore),
aproximacné metédy s modelovanim §irky difrakéného
profilu a d’alsie metody [3].

3.1 Fourierovské dekonvolu¢né metody

Na dekonvoltciu prenosovej funkcie g z experimentalneho
difrakéného profilu % je mozné vyuzit' vetu o konvolucii
fourierovych obrazov F(.) difrakénych profilov:

L[ F
Y A Bl S
=)

[=FF(OI=F'"{F(f*g)/F(g)} ()

Riesenie inverznej Glohy touto metddou je vel'mi citlivé na
pritomnost’ Sumovych zloziek a presné urcenie pozadia
profilov 4 a g. Analyzu pozadia, filtracie Sumovych
zloZiek a d’alSie parametre je vhodné optimalizovat inter-
aktivne v grafickom rezime.

3.2 Aproximacné dekonvolu¢né metédy
(metdoda integralnych Sirok)

V metdde integralnych Sirok sa na urCenie parametrov
fyzikalneho profilu f vyuZivaju aproximacné vztahy. Pred-
pokladom metody, ktorti pouZijeme, je aproximacia expe-
rimentalneho /4 a inStrumentalneho g profilu modelovou
funkciou. V tomto aproxima¢nom modeli je mozné vyjad-
rit’ zloZky fyzikalneho profilu pomocou veli¢in integralna
Sirka profilu B a Voigtov parameter ®.

Predpoklady pre aplikadciu metddy integralnej Sirky:

- zavislost' B? = f{(20),®).. polyném 2. stupiia, pre vzorku
Standardu

. zavislost (2w)’ = £(20),D)..polynom 2. stupna, pre
vzorku Standardu

« zavislost’ urcujuca Cauchyho komponentu fyzikalneho
proﬁlu Bcf a ZWCf

« zavislost’ uréujiica Gaussovu komponentu fyzikalneho
proﬁlu BGf a 2WGf

« experimentalny difrakény profil: B = f(20), ® = f(20)

4. Experimentalne vysledky

Pri aplikovani dekonvoluénej metddy aproximujeme
difrakény profil modelovou funkciou

= max L[ 1+ ({2 - Dx—xelw;? |
y(x)=max [+( )x—xcl) w, ] + )

max2 [ 1+ (42 —1)(x—xcl—6)2wjf2]:2

Filtracia experimentalnych dat a subtrakcia pozadia sa pre-
vadza v interaktivnom grafickom reZzime s vizualnou kont-
rolou vysledného difrakéného profilu. Komponentu Ko,

FFT.h
profil h, g FFT.g
stabilita rieenia
4 L 4 L
subtrakcia BCG A cut off, filtracia obrazu
Filtracia

4 L 4 L
optimalizacia aproximacie dekonvolucia,
P7, pV, ... inverzna FFT

profil

Obrazok 3.
Implementacia fourierovskej dekonvolu¢nej metody

aproximacia
profil h, g charakteristik profilov .h
-9
4 L = L
subtrakcia BCG uréenie int. Sirky
filtracia F 3 profilu f
= L = L
optimalizacia aproximacie uréenie Cauchyho
P7,pV, ... e a Gaussovej komponenty
int. §irky profilu f

Obrazok 4. Implementécia metody integralnych Sirok

difrakénej linie urCujeme v tomto modeli pomocou
dekompozicie experimentalneho profilu na dve zlozky Ko,
a Ko, Pri optimalizacii aproximacie komponenty Ko dif-
rakénej linie pouZivame geneticky algoritmus [4]. Funkciu,
optimalne aproximujicu Ko, ur¢ujeme z podmienky mini-
malnej hodnoty suctu druhych mocnin odchylok modelo-
vého difrakéného profilu (definovaného ako superpozicia
komponent Ka; a Kay) a experimentalnych dat.

Fourierovské dekonvoluéné metdédy vyuzivaju pri
konstrukeii Fourierovho obrazu difrakéného profilu takto
uréené modelové funkcie pre Standard aj pre skiimany
experimentalny profil. Pri dekonvolucii fyzikalneho profi-
Iu aplikujeme na jednotlivé profily 4 a g v priestorovej
doméne Fourierovej transformdcie operacie posunu a sub-
trakcie pozadia. Vo frekven¢nej doméne po transformacii
sa analyzou vykonového spektra filtruje vysokofrekvencna
zlozka Fourierovych obrazov a konstruuje sa Fourierov
obraz fyzikalneho profilu pre spitni dekonvoliciu podla
rovnice (8). Profil vzorky, Standardu, vykonové spektrum
Fourierovych obrazov tychto profilov a rekonstruovany
fyzikalny profil su pri kazdej operacii graficky zobrazené,
¢o umoziuje subjektivne hodotit’ kazdy krok dekon-
voluénej procedury.

Pri aproximacnej metdde ur€ujeme pomocou fenome-
nologického modelu pozadované charakteristiky fyzikal-
neho profilu difrakénej linie. Konkrétne pre analyzu
mikronapati a vel'kosti oblasti koherentného rozptylu st to
uhlové zavislosti Sirkovych charakteristik 2w a  a Voig-
tovho parametra ®.
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Potrebné aproximacné vzt'ahy pocitame pomocou cha-
rakteristik komponenty Ka, ktoré urCujeme analogicky
ako pri Fourierovej dekonvolu¢nej metode. Pouzivame
polynomicku aproximaciu optimalizovani metédami neli-
nearnej regresie. Integralnu Sirku B a d’alSie charakteristiky
fyzikalneho profilu potom ur¢ujeme pomocou znamych
aproximaénych vztahov [5]. Pri aproximacii profilu
difrakénej linie Voigtovou funkciou je integralna Sirka
fyzikalneho profilu uréena vztahom

B, =B, B, (10)

Podobné jednoduché vzt'ahy sa pouzivaju aj pri uréovani
dalsich charakteristik fyzikalneho profilu v aproximacnej
dekonvolu¢nej metdde aj v inych modeloch difrakéného
profilu. Pri rieSeni dalSich difraktometrickych uloh sa
d’alej urcuje Cauchyho zlozka fyzikalneho profilu

By =B ,(2,0207-0,4803D, — 1,7756CD§ ) (11)
a Gaussova zloZka

B =B, (0,642+14187(D, —0,6366)"
~22043®, + 1870602 )

V oboch popisovanych dekonvolué¢nych metddach pracu-
jeme s modelom difrakéného profilu optimalizovanym v
zmysle metody najmenSich Stvorcov voci experimen-
talnym hodnotam. Fourierovska dekonvolu¢na metdda
vedie ku konstrukeii celého fyzikalneho profilu a jeho $ir-
kové a tvarové charakteristiky, potrebné v d’alsich ilohach
rtg difraktometrie urcujeme az po dekonvoltcii. Vyhodou
tejto metddy je priama vizudlna kontrola vplyvu kazdej
operacie, prevadzanej pocas dekonvoluc¢nej procediry.
Aproxima¢na metdda neanalyzuje cely fyzikalny
difrakény profil ale len jeho vybrané charakteristiky. Pre
porovnanie vysledkov oboch dekonvoluénych metod
uvediem priklad analyzy velkosti oblasti koherentného
rozptylu D a mikrodeformacie € pomocou fyzikalnych
profilov, ziskanych z experimentalnych profilov difrakeii
pre praskovy ZnO. Pri pouziti aproximacnej metddy boli
pomocou §irok B a B urcené pre liniu (103) hodnoty D
=21,893 nma e =0,00226. Pri fourierovskej dekonvolucii
fyzikalneho profilu je D = 23,886 nm a & = 0,00297.

(12)

Hodnoty D a g, ur¢ené metédou “Williamson-Hall plot”
korespondujii s vysledkami popisovanych metod D =
35,310 nm, &= 0,00280.

5. Zaver

Predpoklady aplikacie metod analyzy jednej difrakénej
linie obsahuju dost’ hrubé aproximacie (zvlast v metdde
integralnej Sirky, ktora je uzitocna hlavne pri primarnych
odhadoch dominantnej komponenty rozsirenia difrakéné-
ho profilu). Velku pozornost’ je preto potrebné venovat’
procedure spracovania difrakéného profilu, filtracii, sub-
trakcii pozadia, dekompozicii zlozky Ko, a urceniu
fyzikalneho profilu bez pristrojového rozsirenia. V ¢lanku
su zhrnuté nase skusenosti pri ur¢ovni fyzikalneho profilu
difrakénej linie aproximaénymi a Fourierovskymi meto-
dami. Vysledky dekonvoltcie sme porovnali pomocou
analyzy vel'kosti D a ¢ (s difrakénymi profilmi, ziskanymi
pri obidvoch metddach). Vysledné hodnoty koreSponduju
s hodnotami, ziskanymi metédou Williamson Hall plot.
Difrakéné profily aproximujeme modifikovanou funkciou
typu PearsonVII, ktord umoziuje analyzovat’ anizotropne
roz$irené difrakéné linie. Fourierovské dekonvolucné
metody pritom nie su zavislé od volby aproximacnej
funkcie. Aproximaéné dekonvoluéné metddy su oproti
tomu zavislé od volby modelu difrakéného profilu
a pouzité¢ aproximdcie nepredpokladaji asymetrické
roz$irenie difrakcnej linie. Anizotropiu rozsirenia mozno v
niektorych pripadoch pouzit’ na rozliSenie réznych druhov
mriezkovych defektov.
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