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Abstract hodnot ¢,,¢,,...,¢, a hledané parametry (c¢,) se potom

Regression analysis means estimating parameters in rela-
tionships between variables. This paper provides an intro-
duction to the principles and procedures of (linear and
nonlinear) regression analysis, discussing grid method,
gradient method, expansion method, gradient-expansion
method, ravine method and simplex method in some detail.
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1. Uvod

Faustovymi slovy “abych to vSechno vyzvédél jaky je
svéta vnitini tmel” vyjadtil Johan Wolfgang Goethe svou
pfedstavu o tom, co ma byt v obecnosti smyslem konani
védcti. Matematicky se to da formulovat jako tiloha najit
vztah

Jf(x,¢)=0 ()

mezi méfitelnymi, navenek se projevujicimi charakteristi-
kami X € X a vnitinimi (pfimo neméfitelnymi) parametry
¢ €C zkoumaného systému nebo procesu, které veskeré
vnéjsi charakteristiky resp. projevy tohoto systému i
procesu urcuji. f je funkcional definovany na kartézském
soucinu Banachovych resp. (a tedy) Hilbertovych prostori
X a C, ktery ptredstavuje zkoumany pfirodni zakon a Casto
byva “nesymetricky”. Totit' v tom smyslu, t'e stanoveni
¢ na zaklad¢ métenych hodnot X

¢=7% )

(kde Z je operator zobrazujici X na C) je obtitnéjsi net
vypocet X pro dané ¢ (tedy pocitacova syntesa, simulace
odezvy daného systému ¢i procesu [1-3]) z rovnice

¥=Y¢ (3)

(operator Y zobrazuje Cna X'). Tato operatorova rovnice je
alternativnim vyjadfenim zakladniho problému (1).Je to
rovnice pro urceni vnitinich parametrii ¢ zkoumaného
systému (procesu) na zakladé jeho zméfenych (vnéjsich)
charakteristik X. Metodika feSeni rovnice (3) patfi s ohle-
dem na stochasticky charakter ptirodnich zakonitosti, fluk-
tuace a chyby méfenych velicin, jakot’ i na Sifeni téchto
chyb v prubéhu feSeni rovnice, do statistiky [4-14] a
nazyva se (z historickych divoda[15]) regresni analysa
[16-21].

V dusledku toho, co bylo vyse feCeno, byva nékdy
vyhodné postupovat pfi feseni této rovnice tak, t'e se pomo-
cini nasimuluje odezva {x,,%, ,...,X, } = X, pro celou fadu

odhaduji na zakladé porovnani skute¢né naméfenych
hodnot X, se simulovanym spektrem odezvy {x,,X,,...,X, }
[22, 23]. V matematice se v té souvislosti mluvi o
aproximaci naméfen¢ charakteristiky x, takovym prvkem
X, podmnot’iny X; Banachova prostoru X, pro ktery by

17, %

bylo minimélni (|| . || znamend normu). X, je tedy prvek X,
nejblit’si naméfené charakteristice X, (X, je nejlepsi aproxi-
maci charakteritiky x,). Takovéato nejlep$i aproximace
existuje a je jednozna¢né ur¢end naptiklad v piipade, te X
je Hilbertiv prostor se skalarnim sou¢inem ( f,g) a X, jest
jeho podprostorem. Tou nejlep$i aproximaci je ortogo-
nalni projekce X, na podprostor X, to jest takovy prvek x,,
te
(x ‘ —X e ljl. )=0

pro vSechny prvky heX . [24]. Obecné vsak (jednoznac-

né) tfeSeni rovnice (3) nemusi existovat, anebo mute
byt nestabilni vzhledem k malym zménam naméfenych
dat X (mald zména X zpusobi velkou zménu ¢). V tom
pripadé fikame, t'e tloha je nekorektni [25]; pro nalezeni
priblitného a pfitom stabilniho feSeni takové tlohy
muiteme vyut'it nékolik zvlastnich postupti popsanych v
literatute [26, 27]. Snad nejuniversalnéjsi z nich je regu-
larisa¢ni metoda udavajici pro odhad vnitfnich parametra
hodnotu ¢,, kterda minimalisuje funkcional

m, ()= ||%, =Y, cl[+alle|]

m, (¢, )=infm, (¢)
V této formuli piedstavuji

X, =xI[ <8, [[Y, -Y[[<8
toleranci (neurcitost, motnou chybu) naméfenych dat a
operatoru Y:a je parametr regularisace [28].

Jednotlivé méfené charakteristiky zkoumaného sys-
tému (procesu), to jest slotky vektoru X, jsou vzajemné
propojeny (souvisi s) hledanymi vnitinimi (pfimému
meéteni nedostupnymi) parametry ¢ rovnici (3) resp.
potadavkem, aby residuum

R(E)=|Z-Y¢|| )

bylo minimalni. V tomto smylu mut'eme fici, t'e provedena
meéfeni X nam zprostfedkuji uréeni ¢. Vysledkem méfeni
jednotlivych charakteristik zkoumaného fenoménu (jed-
notlivych slot’ek X) jsou pokat'dé jiné hodnoty vnitinich
parametrti ¢ a tkolem regresni analysy je zpracovat tyto
vzajemné nesouhlasné vysledky a vypocitat nejdiveéry-
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hodnéj$i hodnotu ¢. Mluvime o vyrovnani zprostied-
kujicich pozorovani a v tomto pojeti se regresni analysa
nazyva také vyrovnavacim poctem [29-31]. Instrumentem
regresni analysy je optimalisace [32]: hledané vnitini para-
metry zkoumaného systému nebo procesu jsou takové
hodnoty ¢ € C, pfi kterych je shoda mezi X a Yé nejlepsi a
tedy residuum R(¢)=| |5c—);5 || nejmensi. Jestlite fikame
“nejmensi”, madme pfitom samoziejmé na mysli globalni
minimum R(¢) a zpasob jak je vyhledat, to jest globalni
optimalisaci. To neni nikterak lehkd tuloha a fesi se
napiiklad tak, t'e nadplochu

R=R(%)

zmapujeme (“prosondujeme”) v hrubé siti bodi a v okoli
katdé¢ provedené “sondy” (to jest bodu ¢, v némt jsme
hodnotu R(¢) vypoéitali ) pak hledame lokalni minimum
metodami diferencialniho poctu, variacniho poctu nebo
matematického programovani [33 - 37] - provadime lokal-
ni optimalisaci. Operator Y je obecné nelinearni a my pak
hovofime o nelinedrni regresi. Regresni analysa se ovSem
velmi zjednodusi v piipadg, t'e operator Y je linearni, tedy
v ptipad¢ linearni regrese.

2. Linearni regrese

Typickou tlohou linearni regrese je (kvantitativni) fazova
analysa (identifikace smési) na zaklad€ porovnani spektra
(difraktogramu) analysované latky (smési) X s referenénimi
spektry y,, ¥,,..., », latek, o kterych se da predpokladat, te
se v ni (jako komponenty analysované smési) vyskytuji.
Spektra jsou kodovana jako vektory Hilbertova prostoru,
jejicht’ soufadnice vyjadiuji intensitu pfislusné¢ho signalu
napf. difraktovaného rtg zafeni) v odpovidajicim kanalu
(pro dany Braggtiv thel) [38-41]. Hledame koncentrace
€,,Cy,...,C, jednotlivych komponent analysované smési na
zakladé analysy jejiho spektra X, tedy ze vztahu mezi X a
¢={c,c,,...,c,} vyjadfené¢ho potadavkem, aby Ctverec
residua

2=R2(5)=R2(01,02,.. € ) ||

( ch” ch:j )

byla minimalni. (Aby linedrni superposice )" c,¥

spekter »,,¥,,..., », jednotlivych komponent s koeficien-
ty, které predstavuji jejich koncentrace v analysované
smési ¢,,c,,...,c,, co nejlépe aproximovala spektrum
analysované smesi.)

Operator Y je v tomto pripad¢ linearni, takt'e Ctverec
residua je kvadratickou funkci hledanych parametri
C15CyseeerC,

R*(c,,cy,...5c, ):\f|2—22 c; (X, )+

+ZZC

i=1 j=1

(6)
c(3:,7;)

Potadavek, aby ctverec residua nabyl minimalni
hodnoty, vede k soustavé normalnich rovnic

OR’

6cj.

=0 j=12...n (7

ze kterych hledané koncentrace c,,c,,...,c,jednotlivych
komponent vypocitdme. Normalni rovnice (7) se casto
zapisuji v jednom z nasledujicich ekvivalentnich tvari:

X,7,)=2,¢.(3,,7,) j=12....n ®)

i=1

= ed +d (d.y)=0 j=12....n ()

i=1

6R2 L asz
==> ¢| — | Jj=L2,...,n 10
[écj J 12:1: '{aciacl} J (10)
grad R*(6)=—cH an
B=¢A 0

Zde jsme pout’ili oznaéeni grad R’ (6)pro gradient &tverce
residua (jako funkce parametri c,,c,,...,c,) v bod¢ ¢ =o:

Oc, Oc, oc
:_2[(56’ jjl )’()?95}2 )3

nl

2 2 2
gradR2(5):{aR ,6R ,...,aR} =

NERD)
B =-1/2grad R* () =[(%, 7 ), (¥, 7, )s-.., (3, ,)]

Pismenem H je oznacen Hessian ¢tverce residua
2
R7(c/,cy,....C,)

[ 9’R* °R? o’R* ]
Tclz " dc,lc, oc,0c,
R’ o°R* 'R’ o’R?
:{601.607}: 662:601 ’ 605 T 802:80n T
O’R> 'R’ 0°R?
| Oc,0c, ’ oc,0c, T oc’
Oy, Oy, o L 0,)
_o| P23 (B3 s (52530)
D3 s D2)s s (D 00)

a pismenem A Gramian soustavy vektort {y,,V,,...,»,}

to jest matice soustavy normalnich rovnic (8)
A=1/2H=[(y;, ;)]
Resenim soustav normélnich rovnic (12) dostdvdame pro

koncentrace ¢ ={c,c,,...,c,} jednotlivych komponent
analysované smeési
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Obrazek 1. Geometrie linedrni regresni analyzy: hledané
koeficienty ¢; a ¢, rozkladu X = ¢} + ¢, ), uréuji patu kolmice
spusténé z x na rovinu faktord j; a ,:0
d=(x _Clj/l _cz}z)J-}n}/z*

¢=BA™' =BE=[(%,5),(%, 7, )., (%, 3,)]-

-1

Fod) Guda) e (i)
(G230 Guda) s (52F) 1
Grod) GoB) oen (GF)

kde E=A"" je inversni matice soustavy normalnich rov-
nic. Smérodatnd odchylka ¢; (i=1, 2, ..., n) jest

RAJTE, /(N =n)]

kde R je residuum (4), Ej; je i-ty diagonalni prvek matice £
a N je pocet kanali métenych spekter.

Geometricky vyznam linearni regresni analysy pro pfti-
pad dvou parametri znazoriuje obr. 1.

Aby aproximace naméfenych dat X linearni superposici
danych faktord y, a y, byla optimalni

R =[d|=|x—c¢,y, —¢,p,|=min

musi byt ¢, y, + ¢, », patou kolmice spusténé z koncového
bodu vektoru X na rovinu faktorti y, a y,. Jinymi slovy,
hledané parametry ¢ a ¢, jsou koeficienty takové linearni
kombinace faktord y, a y,, kterd urCuje patu kolmice
spusténé s X na rovinu faktori y, a y,. Residualni vektor
d =%—¢,, —c,y, musi byt kolmy jak k vektoru 3, tak k
vektoru y,. Z toho dostdvdme normalni rovnice - srovnej
(8) nebo (9). Residuum, to jest modul residualniho vektoru

R=|d|=|X~=c, 3 —¢, 1|

se rovnd nule v piipad¢, te zmétend data X lze vyjadrit
linearni superposici faktord y, a y, beze zbytku (tj. v
ptipadé, t'e aproximace X vyrazem ¢, y, + ¢, y, je dokonala
a vektor X leti v roviné faktorti y, a y,). V piipad¢, te
vektor X v roviné faktor y, a y, nelet’i, stdva se vyznam
jeho aproximace linearni superposici ¢, y, + ¢, y, ilusorni;

vvvvvv

crac, G Gradg &

Obrizek 2. Sifeni chyb pii linearni regresni analyse:
¢q—> qtAg,c, > ¢t Ac

faktori y, a y,odlehlejsi (¢im je vetsi R =|d). V tomto
smyslu pak mluvime o “neurCitosti” hodnot hledanych
parametrii ¢; a c,, jet se odvozuje od velikosti R = 4B (viz
obr.2) hypotetického chybového vektoru, ktery vychaziz
bodu B amute mit libovolny smér. Intervalovym odhadem
koncového bodu vektoru X na Grovni spolehlivosti odpo-
vidajici hodnoté R je tedy koule se stiedem v B a polo-
mérem R. Primétem této koule do roviny faktorl y, a y, je
kruh, jehot te¢ny rovnobétné s vektoryy, a y, urcuji
intervaly spolehlivosti ¢, a c,. Sitka téchto intervali je
R.cosec o, kde o je thel faktord y, a y,. Jsou-li tedy

faktory ortonormalni, je neurcitost hledanych koeficientd
dana odchylkou

R=|d|=|X—c, 5 ¢, 7|

méfenych dat X od dat vypoctenych (modelovych, to jest
¢y, +c¢,,). Jestlite vSak faktory koreluji, dochazi k roz-
Sifeni tolerancniho intervalu, jet je tim vétsi, ¢im silngji
ty faktory koreluji.

3. Nelinearni regrese

Typickou tlohou nelinearni regrese je urceni (zpfesnéni)
krystalové struktury zkoumané latky na zékladé zmeéteni
jejiho difraktogramu X, ktery je funkci y = y(¢) parametri
¢ popisujicich (vng&jsi) tvar a (vnitini) strukturu zakladni
buiky (zejména polohy a teplotni kmity atomd, jet’ buinku
tvori)

X =y() (14)
Tedy X jsou zmétena data, ¢ jsou hledané strukturni para-
metry a y je znama nelinearni funkce [42].

Na rozdil od ptipadu, kdy funkce y(¢) je linearni a
hodnoty vnitinich parametrt ¢ studované¢ho systému (pro-
cesu) vypocteme z jeho zmétenych vnéjsich charakteris-
tik X (linearni regresni analysou) v jediném kroku, ptimo,
pak v piipad¢, te funkce y(¢)je nelinearni, sestava vypocet
(nelinedrni regresni analysa) z mnoha diléich krokd, ite-
raci, kterymi se k hledanym hodnotam vnitinich parametrt
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¢ priblitujeme od né&jaké jejich “nulové proximace” pos-
tupné. Na to existuje fada metod, z nicht’ ty nejdulet’i-
t&js$i popiseme v nasledujicim.

3.1 Sitova metoda
Minimum residua (nadplochy)

R=R(¢)=R(c,¢cy,....c,) =[x =Yc|[=|x=y(c)] (15)
se hledd postupem, ktery sestava ze tii do sebe vliot'enych
cyklu (iteraci):

 podle uzli ortogonalni soufadnicové sité parametrické-

ho prostoru [cy + j1Acy, ¢ + oAcy, ..., ¢y juAch];
 podle jednotlivych parametrt ¢;; i=1, 2, ..., n (soufad-
nicovych os sité);

 podle hodnoty ¢;(f); j=0,1,2,..., k katdého parametru c;;

i=1,2,.,n.

Zacne se vnitinim cyklem:

1. parametr ¢; se zvétsi o Ac;, pficemt’ znaménko a
velikost Ac; se voli tak, aby se R(¢)=|X—y(¢)|
zmens§il;

2. parametr ¢; se pak opakované zvétsuje o totét’ Ac;[c; +
ACi, ¢+ 2ACi, ¢+ 3AC1, e Ci T kiACi] at’ do okamt’iku,
kdy se R zacne zvétsovat; velikost Ac; se prizptisobuje
tak, aby pocet iteraci o Ac; byl k; ~ 5;

3. aproximujeme R v okoli jeho minima parabolou a
polohu tohoto minima R odhadneme hodnotou c¢;, pro
kterou nabyva minima aproximujici parabola;

apokracuje se cykly vné&jsimi. Jako globalni minimum se

potom bere nejmensi ze vSech lokalnich minim (naleze-
nych v okoli vSech uzlovych bodt vytyCené soutfadnico-
vé sité parametrického prostoru). Jsou-li parametry
¢,Cy,...,Cc, zavislée, mite byt konvergence tohoto

>“n

algoritmu pomala.

3.2 Gradientni metoda
Na rozdil od sitové metody, pfi které residuum
R(E):R(Clacz 9"'9cn )

mapujeme v ortogonalni soufadnicové siti bodti paramet-
rického prostoru [ ¢ + /1 Acy, 2 +j2 Acy, ..., Cn t jn Acy], to
znamend, te sekvenné ménime hodnoty jednotlivych
parametrt ¢,,c,,...,c,, u gradientni metody ménime si-
multanné hodnoty vSech parametrt a residuum mapujeme
podél piimky ve sméru jeho “minus gradientu” (nejrychlej-
Siho spadu residua). Gradientni metoda je tedy efektivnéjsi
(vytaduje méné krokil) net’ sitovd metoda. Stejné jakou
sitové metody musime ovSem i u gradientni metody cely
postup mnohokrat opakovat, vychazejice postupné z jed-
notlivych uzli viceméné husté sité. Takto se prosonduje
cely parametricky prostor, abychom se vyhnuli nebezpeci,
te n¢jaké lokalni minimum bude mylné povatovano za
minimum globalni. Pro kat'dy uzel soufadnicové sité
provadime nasledujici operace:
 uréime smér § gradientu residua R (¢ ) ve vybraném uzlo-
vém bodu (¢,) a zvolime si ur€itou absolutni hodnotu
iteracniho kroku |Ac¢|=K;

* pocitame hodnotu residua postupné v bodech ¢, — j K s;
j= 0,1,2,... at do okamt’iku, kdy (pGvodné klesajici)
posloupnost {R(¢, —jKs)},_,,,  zacne rist;

* aproximujeme R v okoli jeho minima na piimce
¢ =c¢,+[s parabolou a polohu minima Ry, residua R
odhadneme bodem parametrického prostoru ¢,, pro
ktery nabyva minima tato parabola

Za globalni minimum se opét bere nejmensi ze vSech

lokalnich minim nalezenych v okoli jednotlivych uzlt

opé&rné soutadnicové sité.

3.3 Expansni metoda

Nazev této metody je odvozen ztoho, t'e se piini vychdzi
z lokalniho Taylorova rozvoje (expanse) ¢tverce residua v
okoli vychoziho bodu ¢, = [c¢],c) ... ,cg ] prostoru
parametru {ci, ¢z, ..., Cn}

R*(€)=R’(¢, +8c)=|¥ = J()" =|3 - (¢, +8)|" =

oo 1 oo 0
=[3 =3, )P -2D 8¢, (¥ - (&, )é)
i=1

i

(16)

+ii§ci6c{§j} 65/}

5
i=1 j=1 Ci acj

Pot'adavek, aby residuum nabylo minimalni hodnoty, vede
k soustavé normalnich rovnic
OR* OR®
oc; 0(dc;)

0 j=L2...n (17)

ze kterych vypocitdme piirtstky oc¢ =[d¢,,dc,,...,d¢c, ],
¢imt' dostaneme nové hodnoty parametrd, tedy bod para-
metrického prostoru

[e],ch,...,ct1=[c] +8¢,,c) +8¢,,...,c. +8¢,],
ve kterém je model y(¢)presnéjsi aproximaci dat X net’
ve vychozim bod¢ parametrického prostoru
[¢),c),...,c) ] (pti vychozich hodnotdch parametri
¢/ ,cy,...,cy). V nasledujicim kroku iteraéniho procesu
se stane opérnym bodem parametrického prostoru
[c|,ch,...,cl ] a pomoci soustvy normalnich rovnic z ngj
prejdeme do bodu [¢,c],...,c. ], jent odpovidd jests
presnéjsi aproximaci dat ¥ modelem y(¢), atd. Cely postup
mnohokrat opakujeme, vychazejice pfitom ze sité opér-
nych bodl a jako globalni minimum bereme nejmensi z
takto nalezenych lokdlnich minim. Normalni rovnice (17)
se ¢asto zapisuji v jednom z nasledujicich ekvivalentnich
tvart:

[75—5’(50 ),;:J: , Sci[ay aay}jzl,Z,...,n (18)
i=1

b
S oc, ¢

C.

i i

X=3(C )+ a%y+$; [Ssy}:(}, j=12....n
i=1 ;

(19)
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2 n 2p2 C1,ChyeensC, | = co,co,...,c0 +
TN =Ze-eH I8 j=ia o) el G
oc; ). . pr oc,0c; ;2 (SR O
€=¢ X=Y(¢y )— || X=2(cp )o—— |, ---,| X=2(¢, ),— | [
oc, oc, oc,
grad R (¢, )=—~(¢—¢, )H =—8¢H 21) e
{@ @J
B=(¢-¢,)a=0¢a 22) oc, " ac,

Zde jsme poutili oznageni grad R* (¢, ) pro gradient étver-

ce residua (jako funkce parametrii ¢,,c,,...,c,) v bodé
¢=¢,
2 2 2
grad R’ (¢, )= R ’BR ,...,aR =
oc, Oc, oc, Ja

=—2KX—;<EO xjjlfc—y(zo xjcy}...,(x—y(ao )ij
[x 3G, ),jcy}(fc—ﬂéo )(fcy]

. ,(Yc - y(c, ),aach

Pismenem H je oznacen Hessian ¢tverce residua

| I

= 1
=——grad R* =
B 58

R’(c,,cy,..05C,)
2p2
0c;0c,
33 (35| (35
oc, 6(:1 dc, " oc, dc, oc,
KN N T > P
=2 602 60, oc, ' "éc, oc, j@cn
ay @y 6y . by
A e, ac, ) 7 ée, o, |
a pismenem G  Gramian  soustavy  vektord

Dy F
oc, oc,” " éc,
rovnic (18)

} to jest matice soustavy normalnich

e @
2 oc, Oc,;

ResSenim soustavy normalnich rovnic (22) dostava-
me pro presnéjsi aproximaci ¢ = ¢, + 8¢ vnitfnich paramet-
i analysovaného systému (procesu)

D
[

- A

+B6t =5, +BE

c=¢, +0c=c,

23)

kdeE=a"" je inversni matice soustavy normalnich rovnic.
Smérodatna odchylka zptesnéni oc; (i=1, 2, ...,n) i-tého
strukturniho parametru jest

[E; /(N —n)]

kde R je residuum (16), E;; je i-ty diagonalni prvek matice
E a N je pocet kanalt zméfeného difraktogramu x .

3.4 Gradientné expansni metoda
Hledame-li minimum c¢tverce residua

R*(¢)=[3-y(c)

expansni metodou, potom se piechod od i-t¢ aproximace
hledanjrch parametrii ¢, k pfesnéjsi (i+ 1)-ni aproximaci
provadi podle vzorce

z+l

L {asz(a) . o8

1
L =C, rad R (¢,
i+ acjack i| g ( t)

Tim se piiblitime minimu 1épe, net kdyt poutijeme
gradientni metodu, pomoci které se piechod od i-té
aproximacek (i + 1)-ni aproximaci hledanych parametri ¢
provadi podle vzorce

€y =¢—-K zgrad R’ (c) (25)
(kde realné cislo K urcuje velikost iteracniho kroku).
U gradientni metody je pfechod ¢, — ¢,,, ve sméru “minus
gradientu” ¢tverce residua; u expansni metody je ten pre-
chod ve sméru, ktery je vici “minus gradientu” pootocen

ucinkem matice
-1
PR E,)
oc;0c,

To je “lepsi” (adekvatnéjsi) aproximace jenom potud,
pokud bude adekvatni TaylorGv rozvoj (16), ze kterého se
pfi expansm’ metodé vychézi Taylorflv rozvoj residua je
Na zacatku naseho hledani, kdyt madme k minimu ]este
daleko, nemusi byt Taylorova aproximace dobra a gradien-
tni odhad (25) je ¢asto spravnéjsi net’ expansni odhad (24).
Proto je vyhodné obé metody zkombinovat: mluvime
pak o gradientné expansni metodé. Na zacatku itera¢niho
procesu se postupuje podle vzorce (25), tedy gradientni
metodou a kdyt' se velikost residua zmensi (tak, aby se
dalo predpokladat, t'e expansni metoda se stane u€¢innéjsi
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net’ gradientni metoda), “pfepneme” na metodu expansni,
to jest na formuli (24).

3.5 Udolni metoda

Jak gradientni, tak i expansni metoda vsak ztraceji svou
ucinnost, kdyt se behem iteracniho procesu k hledanému
minimu residua R(¢)=|X—y(¢)| dostaneme dost blizko.
Pak se totit’ vypocet gradientu ¢tverce residua, jent’ se vys-
kytuje jak ve vzorci (25), tak i ve vzorci (24), stava
nestabilni. To je zptisobeno tim, te ve vyrazu pro gradient
figuruje v tom piipadé rozdil dvou malych hodnot (Ctverce
residua R*(¢)=|X-3(¢)[) a (malé le¢ nikoli nulové)
chyby méfenych veli¢in X mohou zpisobit (zménu
znaménka tohoto rozdilu a tedy) radikalni zménu sméru
gradientu ctverce residua at’ o 180°.

Proto se hledaji postupy, které by vuci takové nestabi-
lit¢ byly odolné. K takovym algoritmim patii metoda
udolni, kdy se minimum residua hleda podél trajektorie
konstruované v parametrickém prostoru podle zptsobu,
jakym si pii své cesté terénem hloubi své koryto horsky
potok. Je to dvojstupiiovy iteracni proces A, - By - A, - B; -
w.=A; - B; -Ais1 - Bisy - ... jehot’ prabéh pro pripad dvoj-
rozmérného parametrického prostoru ilustruje obr. 3:
 bod B;leti ve vzdalenosti / od 4; ve sméru grad R( 4;); [ je

koeficient, jehot hodnotu muiteme volit a tim
ovlivitovat priibéh itera¢niho procesu;

* A+ je bod, v némt’ nabyva minimum R(¢)=R(¢,,c,)
na pfimce vychazejici z bodu B; ve sméru grad R(B;)
(lokalni optimalisace odpovidajici pfizptisobeni vodni-
ho toku aktualni situaci v terénu);

* Bj letina ptimce 4;4;; ve vzdalenosti / od 4+ (extra-
polace odpovidajici setrvaénosti vodniho toku).

Konstrukce tohoto algoritmu zarucuje, te oscilace, ke

kterym by v pribéhu optimalisa¢niho procesu mohlo dojit,

budou vymezeny “korytem” (lokalni geometrii nad-) plo-
chy residua R = R(¢), které posléze usmérni iteracni proces

(proud) do sméru globalniho poklesu hodnoty minimaliso-

vaného residua.

T >C,

Obrazek 3. Udolni metoda globalni optimalizace dvojrozmér-
ného rezidua R(q,c)=[x— ¥(q,q), kiivky jsou vrstevnice
plochy R = R(cy, ¢2).

— 04

Obrazek 4. Simlexova metoda hledani minima residua R =
R(ci,c2).

3.6 Simplexova metoda

Jingm velmi G¢innym postupem, ktery se vyut'iva pfi hle-
dani minima residua R(¢)=|x — y(¢)| v mnoharozmérném
prostoru parametrti ¢ = [cy, ¢2,..., Cy], j& simplexova meto-
da. Pfi jejim poutiti se vychazi z hodnoty residua
vypocteného v n + 1 bodech ¢y, ¢y, ..., ¢+ nadplochy R =
R(c), kde n je pocet parametri. Body cy, ¢y, ..., cqsy tvoii
tzv. simplex (resp.vrcholy simplexu). V pripadé, t'e para-
metricky prostor je dvojrozmérny (urcujeme dva paramet-
ry ¢i1, ¢; z podminky, aby R(c,,c,)=|X—-y(c,,c,)| bylo
minimalni), bude simplexem trojihelnik (vétsinou rovno-
stranny nebo rovnoramenny). Simplexova metoda je ite-
racni proces spoéivajici v postupné nahradé i-tého
simplexu za simplex (7 + 1)-ni, jehot’ poloha je hledanému
minimu blite: jsou-li (v pfipadé dvojrozmérného para-
metrického prostoru) vrcholy i-tého simplexu body 4, B
a C aje-li R(4) = Max {R(A4), R(B), R(C)}, pak novym
simplexem bude BCD, jehot’ vrchol D sestrojime jako bod
soumérné sdruteny s bodem A4 podle usecky BC. Timto
zpisobem se (stale inovovany) simplex posléze pfibliti at
k minimu residua R(¢) (obr. 4).

Protot’e strany (obecné vlastné hrany) simplexu jsou ko-
necné, odpadaji problémy infinitesimalnich inkrementt,
které ohrot'uji stabilitu (a tim v koneéném disledku limituji
ucinnost) gradientni a expansni metody. ZvySeni ucinnosti
simplexové metody se dosahuje tim, te hrany simplexu
nejsou stejné a jejich délka se prizpusobuje lokalni
geometrii plochy odezvy R =R(¢) - viz obr. 5.
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Obrazek 5. Modifikovana simplexova metoda minimalizace
dvojparametrické funkce R. Vychozi simplex je ABC, R(4) >
R(B) > R(C). Novy simplex je BCD resp. BCE nebo BCG podle
toho, jak velka je hodnota R(D) v bod¢ D soumérné sdrut’eném s
bodem A podle tsecky BC.

Budeme to opét ilustrovat na piipadu dvojrozmérného
parametrického prostoru, kdy vrcholy i-tého simplexu jsou
body 4, B, C a plati R(4) > R(B) > R(C). Iteracni proces je
dvojstupiiovy. V prvnim stupni piejdeme k simplexu BCD
stejné jako u konvencni simplexové metody (bod D je
zkonstruovan jako bod soumérné sdruteny s bodem A
podle usecky BC). V druhém stupni iteraéniho procesu
pak simplex BCD jesté dale modifikujeme, a to nasleduji-
cim zpusobem:
 je-li R(C) > R(D), ptejdeme k simplexu BCE, kde E let’i

na polopiimce SD ve vzdélenosti SE = k.SD od bodu S,
cot je pruseCik BC's ADak>1 je volitelny parametr,
kterym mut'eme fidit prubeh iteraéniho procesu;

* je-li R(C) < R(D) < R(B), simplex BCD nebudeme
modifikovat;

e je-liR(B)<R(D)<R(A),ptejdeme k simplexu BCF, kde
F leti na polopiimce SD ve vzdalenosti SF = .SD od
bodu S a /<1 je volitelny parametr pro fizeni pribéhu
itera¢niho procesu;

 je-li R(D) > R(A), ptejdeme k simplexu BCG, kde G let’i
na polopiimce S4 ve vzdalenosti SG = m.A4S od bodu S a
m <1 je volitelny parametr, jimt’ miteme pribéh iterac-
niho procesu ovliviiovat.

4. Softwarové prostiedky

Dobrym zdrojem informaci je internetova adresa
http://www. trilobyte.cz, kde Ize nalézt fadu odkazt. Ze
softwarovych produktii v soucasnosti dostupnych na trhu
lze doporuc¢it produkt firmy MathSoft S-plus
http://www.mathsoft.com. Jedna se o velmi mocny a pod-
porovany balik, obsahuje velmi rozsahlou knihovnu
procedur, je zalot’en na objektove orientovaném jazyku S,
takt’e si lze tvofit svoje vlastni aplikace.

5. Zavér

Technika regresni analysy je dobie propracovand a hlav-
ni problémy, jet' se dnes kolem regresni analysy vysky-
tuji, nesouviseji ani tak s tim, jak tuto techniku efektivné
aplikovat, jako spise s tim, aby se regresni analysy nezne-
ut'ivalo. Problém neni jak fesit rovnici

x=Yc¢

¢1 minimalisovat residuum

R(¢)=||%-Y €|

ale to, t'e my casto dost dobie (spravné, pfesn¢)nezname
tvar operatoru Y, vyjadiujiciho vztah mezi manifestnimi
(pfimo méfitelnymi) veli¢inami X a hledanymi vnitfnimi ¢i
latentnimi (pfimému meéteni nedostupnymi) veli¢inami ¢,
popisujicimi piislusny jev. Tak tfeba rozsiteni difrakénich
linii X mit'e byt zptisobeno malou velikosti zrna a mikro-
pnutim (¢) a Warren s Averbachem nalezli kvantitativni
vyjadreni této zavislosti
i=ve

Jestlite zméfime rozSiteni difrakénich linii X na daném
difraktogramu, miateme pak vypocitat velikost zrna a mi-
kropnuti (¢) regresni analysou, to jest jako takové hodnoty
¢, které minimalisuji residuum

[1X=Y ¢l

Ve skutecnosti vsak mohlo byt rozsifeni difrakénich linii v
daném ptipad¢ zplisobeno parakrystalinitou a nase tvrzeni
o velikosti zrna a mikropnuti bude nespravné a scestné, bez
ohledu na to, te nami provedend regresni analysa byla
formaln¢ zcela dokonald a bezchybna. Testovani adekvat-
nosti strukturni hypotesy (f), na zaklad¢ které regresni
analysu provadime, by mélo byt nedilnou soucasti katdé
procedury, v nit’ regresni analysu vyutivame. Potit’ je v
tom, t'e takové testovani a porovnavani adekvatnosti alter-
nativnich hypotes byva mnohem obtit'néjsi a pracnéjsi net’
vlastni regresni analysa a vytaduje hlubokou znalost
pfedmétné problematiky, nikoli jen formalni aplikaci sta-
tistické¢ho softwaru.

Leckdy pritom pomute faktorova analysa [43-45].
Mit'eme to demonstrovat na piikladu kvantitativniho urco-
vani fazového slot’eni, cot’ predstavuje typické vyut'iti line-
arni regresni analysy: hledame koncentrace ¢; (i = 1, 2, ...,
n) latek, jejicht’ smés tvofi analysovany preparat; vycha-
zime pfitom z difraktogramu toho preparatu (X) amame k
disposici referen¢ni difraktogramy y,, v, ,..., y, téch kom-
ponent. Plati, t'e

n
X =) c; ¥, (+neurcitost!)
i=1
takt'e hodnoty ¢y, ¢y, ..., ¢, urCujeme z podminky minima
residua

R=R(¢,,¢y,...,¢,)=|[X =) ¢, ,||=min

i=1

(26)

Potit’ je v tom, te realna struktura komponent v nami
analysovaném vzorku je jina net realna struktura vzorku,
jet byly poutity pti méfeni referen¢nich difraktogramu.
Difraktogramy komponent naseho vzorku jsou tedy
».»'...,y, a nikoli y,y,,...,», a jejich skutecné
obsahy¢,',c,',...,c,'ve zkoumaném vzorku nedostaneme
ze vztahu (26), ale z podminky

n
5= ¢,'5,"||=min

i=1

27

© Krystalograficka spole¢nost



@ REGRESNI ANALYZA 65

Pokud bychom pfi regresni analyse vysli zneadek-
vatni hypotesy (26), t'e analysovana smés je tvofena
komponentami, jejicht’ difraktogramy jsou y,,7,,...,»,
byl by vysledek (regresni analysy, tedy kvantitativniho sta-
noveni fazového slot'eni) nespravny. Pro formulaci adek-
vatni hypotesy (27) potiebujeme znat skutecné difraktogra-
my komponent y,', y,',..., y," Ty miteme urcit prome-
fenim a porovnanim difraktogrami

X =Zcﬁ)7i; j=12..,m
i=1

nékolika (m) frakci vyseparovanych z analysovaného vzor-
ku, kdyt poutijeme standardni procedury faktorové ana-

lysy [46].
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