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Abstract

Regression analysis means estimating parameters in rela-

tionships between variables. This paper provides an intro-

duction to the principles and procedures of (linear and

nonlinear) regression analysis, discussing grid method,

gradient method, expansion method, gradient-expansion

method, ravine method and simplex method in some detail.
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1. Úvod

Faustovými slovy “abych to všechno vyzvìdìl jaký je

svìta vnitøní tmel” vyjádøil Johan Wolfgang Goethe svou

pøedstavu o tom, co má být v obecnosti smyslem konání

vìdcù. Matematicky se to dá formulovat jako úloha najít

vztah

f x c( , )
� �

� 0 (1)

mezi mìøitelnými, navenek se projevujícími charakteristi-

kami
�

x X� a vnitøními (pøímo nemìøitelnými) parametry
�

c C� zkoumaného systému nebo procesu, které veškeré

vnìjší charakteristiky resp. projevy tohoto systému èi

procesu urèují. f je funkcionál definovaný na kartézském

souèinu Banachových resp. (a tedy) Hilbertových prostorù

X a C, který pøedstavuje zkoumaný pøírodní zákon a èasto

bývá “nesymetrický”. Toti� v tom smyslu, �e stanovení
�

c na základì mìøených hodnot
�

x

� �

c Z x�
� (2)

(kde �Z je operátor zobrazující X na C) je obtí�nìjší ne�

výpoèet
�

x pro dané
�

c (tedy poèitaèová syntesa, simulace

odezvy daného systému èi procesu [1-3]) z rovnice

� �

x Y c�
� (3)

(operátor �Y zobrazuje C na X ). Tato operátorová rovnice je

alternativním vyjádøením základního problému (1). Je to

rovnice pro urèení vnitøních parametrù
�

c zkoumaného

systému (procesu) na základì jeho zmìøených (vnìjších)

charakteristik
�

x. Metodika øešení rovnice (3) patøí s ohle-

dem na stochastický charakter pøírodních zákonitostí, fluk-

tuace a chyby mìøených velièin, jako� i na šíøení tìchto

chyb v prùbìhu øešení rovnice, do statistiky [4-14] a

nazývá se (z historických dùvodù [15]) regresní analysa

[16-21].

V dùsledku toho, co bylo výše øeèeno, bývá nìkdy

výhodné postupovat pøi øešení této rovnice tak, �e se pomo-

cí ní nasimuluje odezva{ , ,... , }
� � �

x x x Xk1 2 1
� pro celou øadu

hodnot
� � �

c c ck1 2
, ,... , a hledané parametry ( )

�

c
1

se potom

odhadují na základì porovnání skuteènì namìøených

hodnot
�

xe se simulovaným spektrem odezvy { , ,... , }
� � �

x x xk1 2

[22, 23]. V matematice se v té souvislosti mluví o

aproximaci namìøené charakteristiky
�

xe takovým prvkem
�

xt podmno�iny X1 Banachova prostoru X, pro který by

| | | |
� �

x xe t�

bylo minimální (|| . || znamená normu).
�

xt je tedy prvek X1

nejbli�ší namìøené charakteristice
�

xe (
�

xt je nejlepší aproxi-

mací charakteritiky
�

xe ). Takováto nejlepší aproximace

existuje a je jednoznaènì urèená napøíklad v pøípadì, �e X

je Hilbertùv prostor se skalárním souèinem (

�

�

f g, ) a X1 jest

jeho podprostorem. Tou nejlepší aproximací je ortogo-

nální projekce
�

xe na podprostor X1, to jest takový prvek
�

xt ,

�e

( , )
� �

�

x x ht e� � 0

pro všechny prvky

�

h X�
1

[24]. Obecnì však (jednoznaè-

né) øešení rovnice (3) nemusí existovat, anebo mù�e

být nestabilní vzhledem k malým zmìnám namìøených

dat
�

x (malá zmìna
�

x zpùsobí velkou zmìnu
�

c). V tom

pøípadì øíkáme, �e úloha je nekorektní [25]; pro nalezení

pøibli�ného a pøitom stabilního øešení takové úlohy

mù�eme vyu�ít nìkolik zvláštních postupù popsaných v

literatuøe [26, 27]. Snad nejuniversálnìjší z nich je regu-

larisaèní metoda udávající pro odhad vnitøních parametrù

hodnotu
�

cr , která minimalisuje funkcionál

m c x Y c a ca d d( ) | | � | | | | | |
� � � �

� � �
2

m c m ca r a( ) inf ( )
� �

�

V této formuli pøedstavují

| | | | , | | � � | |
� �

x x Y Yd d� � � �� �

toleranci (neurèitost, mo�nou chybu) namìøených dat a

operátoru �Y ; a je parametr regularisace [28].

Jednotlivé mìøené charakteristiky zkoumaného sys-

tému (procesu), to jest slo�ky vektoru
�

x, jsou vzájemnì

propojeny (souvisí s) hledanými vnitøními (pøímému

mìøení nedostupnými) parametry
�

c rovnicí (3) resp.

po�adavkem, aby residuum

R c x Yc( ) | | � | |
� � �

� � (4)

bylo minimální. V tomto smylu mù�eme øíci, �e provedená

mìøení
�

x nám zprostøedkují urèení
�

c. Výsledkem mìøení

jednotlivých charakteristik zkoumaného fenoménu (jed-

notlivých slo�ek
�

x) jsou poka�dé jiné hodnoty vnitøních

parametrù
�

c a úkolem regresní analysy je zpracovat tyto

vzájemnì nesouhlasné výsledky a vypoèítat nejdùvìry-
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hodnìjší hodnotu
�

c. Mluvíme o vyrovnání zprostøed-

kujících pozorování a v tomto pojetí se regresní analysa

nazývá také vyrovnávacím poètem [29-31]. Instrumentem

regresní analysy je optimalisace [32]: hledané vnitøní para-

metry zkoumaného systému nebo procesu jsou takové

hodnoty
�

c C� , pøi kterých je shoda mezi
�

x a �Y c
�

nejlepší a

tedy residuum R c x Yc( ) | | � | |
� � �

� � nejmenší. Jestli�e øíkáme

“nejmenší”, máme pøitom samozøejmì na mysli globální

minimum R c( )
�

a zpùsob jak je vyhledat, to jest globální

optimalisaci. To není nikterak lehká úloha a øeší se

napøíklad tak, �e nadplochu

R R c� ( )
�

zmapujeme (“prosondujeme”) v hrubé síti bodù a v okolí

ka�dé provedené “sondy” (to jest bodu
�

c, v nìm� jsme

hodnotu R c( )
�

vypoèítali ) pak hledáme lokální minimum

metodami diferenciálního poètu, variaèního poètu nebo

matematického programování [33 - 37] - provádíme lokál-

ní optimalisaci. Operátor

�

Y je obecnì nelineární a my pak

hovoøíme o nelineární regresi. Regresní analysa se ovšem

velmi zjednoduší v pøípadì, �e operátor

�

Y je lineární, tedy

v pøípadì lineární regrese.

2. Lineární regrese

Typickou úlohou lineární regrese je (kvantitativní) fázová

analysa (identifikace smìsi) na základì porovnání spektra

(difraktogramu) analysované látky (smìsi)
�

x s referenèními

spektry
� � �

y y yn1 2
, ,... , látek, o kterých se dá pøedpokládat, �e

se v ní (jako komponenty analysované smìsi) vyskytují.

Spektra jsou kódována jako vektory Hilbertova prostoru,

jejich� souøadnice vyjadøují intensitu pøíslušného signálu

napø. difraktovaného rtg záøení) v odpovídajícím kanálu

(pro daný Braggùv úhel) [38-41]. Hledáme koncentrace

c c cn1 2
, ,... , jednotlivých komponent analysované smìsi na

základì analysy jejího spektra
�

x, tedy ze vztahu mezi
�

x a
�

c c c cn�{ , ,... , }
1 2

vyjádøeného po�adavkem, aby ètverec

residua

R R c R c c c x Yc

x c y

n

i i

2 2 2

1 2

2
� � � � �

� �

( ) ( , ,... , ) | | � | |

,

� � �

� �

i

n

i i

i

n

x c y
� �

� ��
	




�

�



�

1 1

� �

(5)

byla minimální. (Aby lineární superposice c yi ii

n �

�
� 1

spekter
� � �

y y yn1 2
, ,... , jednotlivých komponent s koeficien-

ty, které pøedstavují jejich koncentrace v analysované

smìsi c c cn1 2
, ,... , , co nejlépe aproximovala spektrum

analysované smìsi.)

Operátor �Y je v tomto pøípadì lineární, tak�e ètverec

residua je kvadratickou funkcí hledaných parametrù

c c cn1 2
, ,... ,

R c c c x c x y

c c

n i i

i

n

i

n

i j

2

1 2

2

1

1

2( , ,... , ) | | ( , )� � �

�

�

�

�

�

� � �

( , )
� �

y yi j

j

n

�

�

1

(6)

Po�adavek, aby ètverec residua nabyl minimální

hodnoty, vede k soustavì normálních rovnic

�

�

R

c
j n

j

2

0 1 2� �; , ,... , (7)

ze kterých hledané koncentrace c c cn1 2
, ,... , jednotlivých

komponent vypoèítáme. Normální rovnice (7) se èasto

zapisují v jednom z následujících ekvivalentních tvarù:

( , ) ( , ); , ,... ,
� � � �

x y c y y j nj i i j

i

n

� �

�

� 1 2

1

(8)

� �

� �

�

x c y d d y j ni i j

i

n

� � � �

�

� ; ( , ) ; , ,... ,0 1 2

1

(9)

�

�

�

� �

�R

c
c

R

c c
j

j c o

i

i ji

n2 2

1

1

	




�

�

�



�

�

� �

	




�

�

�



�

�

�

�

�

�
� �

; , ,... ,2 n (10)

grad R o c H2
( ) �

� �

� � (11)

�

�

B c A�
� (12)

Zde jsme pou�ili oznaèení grad R o2
( )
�

pro gradient ètverce

residua (jako funkce parametrù c c cn1 2
, ,... , ) v bodì

� �

c o� :

grad R o
R

c

R

c

R

cn c o

2

2

1

2

2

2

1

( ) , ,... ,
�

� �

�

�

�

�

�

�

�
�

� �

�

�

�

�

�

�

�

2
1 2

[( , ), ( , ),... , ( , )]
� � � � � �

x y x y x yn

�

� � � � � � �

B R o x y x y x yn� � �1 2
2

1 2
/ ( ) [( , ), ( , ),... , ( , )]grad

Písmenem �H je oznaèen Hessián ètverce residua

R c c cn

2

1 2
( , ,... , )

�

, , ... ,

H
R

c c

R

c

R

c c

R

i j

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

� �

�

�

� � �

2

2

1

2

2

1 2

2

� �

�

� �

�

�

�

� �

�

�

� � �

�

c c

R

c c

R

c

R

c c

R

c

n

n

1

2

2 1

2

2

2

2

2

2

, , ... ,

� � � �

n n n
c

R

c c

R

c�

�

� �

�

�

� �

1

2

2

2

2
, , ... ,

,

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� 2

1 1 1 2 1

2 1 2

( , ), ( , ), ... , ( , )

( , ), ( ,

� � � � � �

� � �

y y y y y y

y y y

n
� � �

� � � �

� � � � �

y y y

y y y y y

n

n n n

2 2

1 2

), ... , ( , )

( , ), ( , ), ... , ( , )
�

yn

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

a písmenem �A Gramián soustavy vektorù { , ,... , }
� � �

y y yn1 2

to jest matice soustavy normálních rovnic (8)

� / � [( , )]A H y yi j� �1 2
� �

Øešením soustav normálních rovnic (12) dostáváme pro

koncentrace
�

c c c cn�{ , ,... , }
1 2

jednotlivých komponent

analysované smìsi

� Krystalografická spoleènost

REGRESNÍ ANALÝZA 59



�

� � [( , ), ( , ),... , ( , )].

.

(

c BA BE x y x y x yn� � �
�

� �

� � � � � �

1

1 2

� � � � � �

� � � �

y y y y y y

y y y y

n1 1 1 2 1

2 1 2 2

, ), ( , ), ... , ( , )

( , ), ( , ), ... , ( , )

( , ), ( , ), ... , ( ,

� �

� � � �

� � � � � �

y y

y y y y y y

n

n n n

2

1 2 n )

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�1

(13)

kde � �E A�
�1

je inversní matice soustavy normálních rov-

nic. Smìrodatná odchylka ci (i = 1, 2, ..., n) jest

R E N nii. [ / ( )]�

kde R je residuum (4), Eii je i-tý diagonální prvek matice �E

a N je poèet kanálù mìøených spekter.

Geometrický význam lineární regresní analysy pro pøí-

pad dvou parametrù znázoròuje obr.1.

Aby aproximace namìøených dat
�

x lineární superposicí

daných faktorù
�

y
1

a
�

y
2

byla optimální

R d x c y c y� � � � �| | | | min

�

� � �

1 1 2 2

musí být c y c y
1 1 2 2

� �

� patou kolmice spuštìné z koncového

bodu vektoru
�

x na rovinu faktorù
�

y
1

a
�

y
2
. Jinými slovy,

hledané parametry c1 a c2 jsou koeficienty takové lineární

kombinace faktorù
�

y
1

a
�

y
2
, která urèuje patu kolmice

spuštìné s
�

x na rovinu faktorù
�

y
1

a
�

y
2
. Residuální vektor

�

� � �

d x c y c y� � �
1 1 2 2

musí být kolmý jak k vektoru
�

y
1

tak k

vektoru
�

y
2
. Z toho dostáváme normální rovnice - srovnej

(8) nebo (9). Residuum, to jest modul residuálního vektoru

R d x c y c y� � � �| | | |

�

� � �

1 1 2 2

se rovná nule v pøípadì, �e zmìøená data
�

x lze vyjádøit

lineární superposicí faktorù
�

y
1

a
�

y
2

beze zbytku (t.j. v

pøípadì, �e aproximace
�

x výrazem c y c y
1 1 2 2

� �

� je dokonalá

a vektor
�

x le�í v rovinì faktorù
�

y
1

a
�

y
2
). V pøípadì, �e

vektor
�

x v rovinì faktorù
�

y
1

a
�

y
2

nele�í, stává se význam

jeho aproximace lineární superposicí c y c y
1 1 2 2

� �

� ilusorní;

tím ilusornìjší, èím je koncový bod vektoru
�

x od roviny

faktorù
�

y
1

a
�

y
2
odlehlejší (èím je vìtší R d� | |

�

). V tomto

smyslu pak mluvíme o “neurèitosti” hodnot hledaných

parametrù c1 a c2, je� se odvozuje od velikosti R = AB (viz

obr.2) hypotetického chybového vektoru, který vychází z

bodu B a mù�e mít libovolný smìr. Intervalovým odhadem

koncového bodu vektoru
�

x na úrovni spolehlivosti odpo-

vídající hodnotì R je tedy koule se støedem v B a polo-

mìrem R. Prùmìtem této koule do roviny faktorù
�

y
1
a

�

y
2

je

kruh, jeho� teèny rovnobì�né s vektory
�

y
1

a
�

y
2

urèují

intervaly spolehlivosti c1 a c2. Šíøka tìchto intervalù je

R.cosec � , kde � je úhel faktorù
�

y
1

a
�

y
2
. Jsou-li tedy

faktory ortonormální, je neurèitost hledaných koeficientù

dána odchylkou

R d x c y c y� � � �| | | |

�

� � �

1 1 2 2

mìøených dat
�

x od dat vypoètených (modelových, to jest

c y c y
1 1 2 2

� �

� ). Jestli�e však faktory korelují, dochází k roz-

šíøení toleranèního intervalu, je� je tím vìtší, èím silnìji

ty faktory korelují.

3. Nelineární regrese

Typickou úlohou nelineární regrese je urèení (zpøesnìní)

krystalové struktury zkoumané látky na základì zmìøení

jejího difraktogramu
�

x, který je funkcí
� � �

y y c� ( ) parametrù
�

c popisujících (vnìjší) tvar a (vnitøní) strukturu základní

buòky (zejména polohy a teplotní kmity atomù, je� buòku

tvoøí)
� � �

x y c� ( ) (14)

Tedy
�

x jsou zmìøená data,
�

c jsou hledané strukturní para-

metry a
�

y je známá nelineární funkce [42].

Na rozdíl od pøípadu, kdy funkce
� �

y c( ) je lineární a

hodnoty vnitøních parametrù
�

c studovaného systému (pro-

cesu) vypoèteme z jeho zmìøených vnìjších charakteris-

tik
�

x (lineární regresní analysou) v jediném kroku, pøímo,

pak v pøípadì, �e funkce
� �

y c( )je nelineární, sestává výpoèet

(nelineární regresní analysa) z mnoha dílèích krokù, ite-

rací, kterými se k hledaným hodnotám vnitøních parametrù

� Krystalografická spoleènost
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Obrázek 1. Geometrie lineární regresní analýzy: hledané

koeficienty c1 a c2 rozkladu
� � �

x c y c y� �
1 1 2 2

urèují patu kolmice

spuštìné z
�

x na rovinu faktorù
�

y
1
a

�

y
2
:0

�

� � � � �

d x c y c y y y� � � �( ) ,
1 1 2 2 1 2

.

Obrázek 2. Šíøení chyb pøi lineární regresní analyse:

c c c c c c
1 1 1 2 2 2
� � � �� �,



�

c pøibli�ujeme od nìjaké jejich “nulové proximace” pos-

tupnì. Na to existuje øada metod, z nich� ty nejdùle�i-

tìjší popíšeme v následujícím.

3.1 Sí�ová metoda

Minimum residua (nadplochy)

R R c R c c c x Yc x y cn� � � � � �( ) ( , ,... , ) | | � | | | ( )|
� � � � � �

1 2
(15)

se hledá postupem, který sestává ze tøí do sebe vlo�ených

cyklù (iterací):

• podle uzlù ortogonální souøadnicové sítì parametrické-

ho prostoru [c1 + j1�c1, c2 + j2�c2, ..., cn + jn�cn];

• podle jednotlivých parametrù ci; i = 1, 2, ..., n (souøad-

nicových os sítì);

• podle hodnoty ci(j); j = 0,1,2,..., ki ka�dého parametru ci;

i = 1, 2,..., n.

Zaène se vnitøním cyklem:

1. parametr ci se zvìtší o �ci, pøièem� znaménko a

velikost �ci se volí tak, aby se R c x y c( ) | ( )|
� � � �

� �

zmenšil;

2. parametr ci se pak opakovanì zvìtšuje o toté� �ci [ci +

�ci, ci + 2�ci, ci + 3�ci, ..., ci + ki�ci] a� do okam�iku,

kdy se R zaène zvìtšovat; velikost �ci se pøizpùsobuje

tak, aby poèet iterací o �ci byl ki ~ 5;

3. aproximujeme R v okolí jeho minima parabolou a

polohu tohoto minima R odhadneme hodnotou ci, pro

kterou nabývá minima aproximující parabola;

a pokraèuje se cykly vnìjšími. Jako globální minimum se

potom bere nejmenší ze všech lokálních minim (naleze-

ných v okolí všech uzlových bodù vytyèené souøadnico-

vé sítì parametrického prostoru). Jsou-li parametry

c c cn1 2
, ,... , závislé, mù�e být konvergence tohoto

algoritmu pomalá.

3.2 Gradientní metoda

Na rozdíl od sí�ové metody, pøi které residuum

R c R c c cn( ) ( , ,... , )
�

�
1 2

mapujeme v ortogonální souøadnicové síti bodù paramet-

rického prostoru [ c1 + j1 �c1, c2 + j2 �c2, ..., cn + jn �cn], to

znamená, �e sekvenènì mìníme hodnoty jednotlivých

parametrù c c cn1 2
, ,... , , u gradientní metody mìníme si-

multánnì hodnoty všech parametrù a residuum mapujeme

podél pøímky ve smìru jeho “minus gradientu” (nejrychlej-

šího spádu residua). Gradientní metoda je tedy efektivnìjší

(vy�aduje ménì krokù) ne� sí�ová metoda. Stejnì jako u

sí�ové metody musíme ovšem i u gradientní metody celý

postup mnohokrát opakovat, vycházejíce postupnì z jed-

notlivých uzlù víceménì husté sítì. Takto se prosonduje

celý parametrický prostor, abychom se vyhnuli nebezpeèí,

�e nìjaké lokální minimum bude mylnì pova�ováno za

minimum globální. Pro ka�dý uzel souøadnicové sítì

provádíme následující operace:

• urèíme smìr
�

s gradientu residua R c( )
�

ve vybraném uzlo-

vém bodu (
�

c
1
) a zvolíme si urèitou absolutní hodnotu

iteraèního kroku | |�

�

c K� ;

• poèítáme hodnotu residua postupnì v bodech
� �

c j K s
1
� ;

j = 0,1,2,... a� do okam�iku, kdy (pùvodnì klesající)

posloupnost { ( )}
, , ,...

R c jKs j

� �

1 0 1 2
�

�
zaène rùst;

• aproximujeme R v okolí jeho minima na pøímce
� � �

c c l s� �
1

parabolou a polohu minima Rm residua R

odhadneme bodem parametrického prostoru
�

cm , pro

který nabývá minima tato parabola

Za globální minimum se opìt bere nejmenší ze všech

lokálních minim nalezených v okolí jednotlivých uzlù

opìrné souøadnicové sítì.

3.3 Expansní metoda

Název této metody je odvozen z toho, �e se pøi ní vychází

z lokálního Taylorova rozvoje (expanse) ètverce residua v

okolí výchozího bodu
�

c c c cn0 1

0

2

0 0
� [ , ,... , ] prostoru

parametrù {c1, c2, ..., cn}

R c R c c x y c x y c c2 2

0

2

0

2
( ) ( ) | ( )| | ( )| �

� � � � � � � � �

� � � � � � � �� �

� � � �

�

�| ( )| ( ( ), )
� � � � � �

�

x y c c x y c
y

c

c c

i

ii

n

i j

0

2

0
2 �

�

�

� �

��

j

n

i ji

n y

c

y

c
��

��

	




�

�

�



�

�
11

�

�

�

�

� �

,

(16)

Po�adavek, aby residuum nabylo minimální hodnoty, vede

k soustavì normálních rovnic

�

�

�

� �

R

c

R

c
j n

j j

2 2

0 1 2� � �

( )
; , ,... , (17)

ze kterých vypoèítáme pøírùstky � � � �

�

c c c cn� [ , ,... , ]
1 2

,

èím� dostaneme nové hodnoty parametrù, tedy bod para-

metrického prostoru

[ , ,... , ] [ , ,... , ]c c c c c c c c cn n n1

1

2

1 1

1

0

1 2

0

2

0
� � � �� � � ,

ve kterém je model
� �

y c( )pøesnìjší aproximací dat
�

x ne�

ve výchozím bodì parametrického prostoru

[ , ,... , ]c c cn1

0

2

0 0
(pøi výchozích hodnotách parametrù

c c cn1

0

2

0 0
, ,... , ). V následujícím kroku iteraèního procesu

se stane opìrným bodem parametrického prostoru

[ , ,... , ]c c cn1

1

2

1 1
a pomocí soustvy normálních rovnic z nìj

pøejdeme do bodu [ , ,... , ]c c cn1

2

2

2 2
, jen� odpovídá ještì

pøesnìjší aproximaci dat
�

x modelem
� �

y c( ), atd. Celý postup

mnohokrát opakujeme, vycházejíce pøitom ze sítì opìr-

ných bodù a jako globální minimum bereme nejmenší z

takto nalezených lokálních minim. Normální rovnice (17)

se èasto zapisují v jednom z následujících ekvivalentních

tvarù:

� � �

� � �

x y c
y

c
c

y

c

y

cj

i

i j

�

	




�

�

�
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�
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i
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�

�

� 1 2

1

(18)
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grad R c c c H cH2

0 0
( ) ( ) � �

� � � �

� � � � �� (21)

�

� � �

� � � �� � �( ) � �c c c
0

(22)

Zde jsme pou�ili oznaèení grad R c2

0
( )
�

pro gradient ètver-

ce residua (jako funkce parametrù c c cn1 2
, ,... , ) v bodì

� �

c c�
0

grad R c
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Písmenem �H je oznaèen Hessián ètverce residua

R c c cn
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a písmenem �� Gramián soustavy vektorù

�

�

�

�

�

�

� � �

y
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y

cn1 2

, ,... ,
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#

to jest matice soustavy normálních

rovnic (18)
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Øešením soustavy normálních rovnic (22) dostává-

me pro pøesnìjší aproximaci
� � �

c c c� �
0

� vnitøních paramet-

rù analysovaného systému (procesu)

� � � �
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�

�
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,

�1

(

23)

kde �

�$ �
�

�
1
je inversní matice soustavy normálních rovnic.

Smìrodatná odchylka zpøesnìní �ci (i = 1, 2, ..., n) i-tého

strukturního parametru jest

R N nii. [ / ( )]$ �

kde R je residuum (16), $ii je i-tý diagonální prvek matice

�

$ a N je poèet kanálù zmìøeného difraktogramu
�

x .

3.4 Gradientnì expansní metoda

Hledáme-li minimum ètverce residua

R c x y c2 2
( ) | ( )|
� � � �

� �

expansní metodou, potom se pøechod od i-té aproximace

hledaných parametrù
�

ci k pøesnìjší (i + 1)-ní aproximaci
�

ci�1 provádí podle vzorce

� �

�

�

c c
R c

c c
R ci i

i

j k

i�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

1

2 2
1

2
�

� �

( )
( )grad (24)

Tím se pøiblí�íme minimu lépe, ne� kdy� pou�ijeme

gradientní metodu, pomocí které se pøechod od i-té

aproximace k (i + 1)-ní aproximaci hledaných parametrù
�

c

provádí podle vzorce

� � �

c c K R ci i i�
� �

1

2 2
grad ( ) (25)

(kde reálné èíslo K urèuje velikost iteraèního kroku).

U gradientní metody je pøechod
� �

c ci i�
�1

ve smìru “minus

gradientu” ètverce residua; u expansní metody je ten pøe-

chod ve smìru, který je vùèi “minus gradientu” pootoèen

úèinkem matice

�

� �

2 2
1

R c

c c

i

j k

( )
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

To je “lepší” (adekvátnìjší) aproximace jenom potud,

pokud bude adekvátní Taylorùv rozvoj (16), ze kterého se

pøi expansní metodì vychází. Taylorùv rozvoj residua je

tím adekvátnìjší, èím jsme blí�e jeho hledanému minimu.

Na zaèátku našeho hledání, kdy� máme k minimu ještì

daleko, nemusí být Taylorova aproximace dobrá a gradien-

tní odhad (25) je èasto správnìjší ne� expansní odhad (24).

Proto je výhodné obì metody zkombinovat: mluvíme

pak o gradientnì expansní metodì. Na zaèátku iteraèního

procesu se postupuje podle vzorce (25), tedy gradientní

metodou a kdy� se velikost residua zmenší (tak, aby se

dalo pøedpokládat, �e expansní metoda se stane úèinnìjší
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ne� gradientní metoda), “pøepneme” na metodu expansní,

to jest na formuli (24).

3.5 Údolní metoda

Jak gradientní, tak i expansní metoda však ztrácejí svou

úèinnost, kdy� se bìhem iteraèního procesu k hledanému

minimu residua R c x y c( ) | ( )|
� � � �

� � dostaneme dost blízko.

Pak se toti� výpoèet gradientu ètverce residua, jen� se vys-

kytuje jak ve vzorci (25), tak i ve vzorci (24), stává

nestabilní. To je zpùsobeno tím, �e ve výrazu pro gradient

figuruje v tom pøípadì rozdíl dvou malých hodnot (ètverce

residua R c x y c2 2
( ) | ( )|
� � � �

� � ) a (malé leè nikoli nulové)

chyby mìøených velièin
�

x mohou zpùsobit (zmìnu

znaménka tohoto rozdílu a tedy) radikální zmìnu smìru

gradientu ètverce residua a� o 180%.

Proto se hledají postupy, které by vùèi takové nestabi-

litì byly odolné. K takovým algoritmùm patøí metoda

údolní, kdy se minimum residua hledá podél trajektorie

konstruované v parametrickém prostoru podle zpùsobu,

jakým si pøi své cestì terénem hloubí své koryto horský

potok. Je to dvojstupòový iteraèní proces A1 - B1 - A2 - B2 -

... - Ai - Bi - Ai+1 - Bi+1 - ... jeho� prùbìh pro pøípad dvoj-

rozmìrného parametrického prostoru ilustruje obr. 3:

• bod Bi le�í ve vzdálenosti l od Ai ve smìru grad R( Ai); l je

koeficient, jeho� hodnotu mù�eme volit a tím

ovlivòovat prùbìh iteraèního procesu;

• Ai+1 je bod, v nìm� nabývá minimum R c R c c( ) ( , )
�

�
1 2

na pøímce vycházející z bodu Bi ve smìru grad R(Bi)

(lokální optimalisace odpovídající pøizpùsobení vodní-

ho toku aktuální situaci v terénu);

• Bi+1 le�í na pøímce AiAi+1 ve vzdálenosti l od Ai+1 (extra-

polace odpovídající setrvaènosti vodního toku).

Konstrukce tohoto algoritmu zaruèuje, �e oscilace, ke

kterým by v prùbìhu optimalisaèního procesu mohlo dojít,

budou vymezeny “korytem” (lokální geometrií nad-) plo-

chy residua R R c� ( )
�

, které posléze usmìrní iteraèní proces

(proud) do smìru globálního poklesu hodnoty minimaliso-

vaného residua.

3.6 Simplexová metoda

Jiným velmi úèinným postupem, který se vyu�ívá pøi hle-

dání minima residua R c x y c( ) | ( )|
� � � �

� � v mnoharozmìrném

prostoru parametrù c = [c1, c2,..., cn], je simplexová meto-

da. Pøi jejím pou�ití se vychází z hodnoty residua

vypoèteného v n + 1 bodech c1, c2, ..., cn+1 nadplochy R =

R(c), kde n je poèet parametrù. Body c1, c2, ..., cn+1 tvoøí

tzv. simplex (resp.vrcholy simplexu). V pøípadì, �e para-

metrický prostor je dvojrozmìrný (urèujeme dva paramet-

ry c1, c2 z podmínky, aby R c c x y c c( , ) | ( , )|
1 2 1 2

� �

� �

bylo

minimální), bude simplexem trojúhelník (vìtšinou rovno-

stranný nebo rovnoramenný). Simplexová metoda je ite-

raèní proces spoèívající v postupné náhradì i-tého

simplexu za simplex (i + 1)-ní, jeho� poloha je hledanému

minimu blí�e: jsou-li (v pøípadì dvojrozmìrného para-

metrického prostoru) vrcholy i-tého simplexu body A, B

a C a je-li R(A) = Max {R(A), R(B), R(C)}, pak novým

simplexem bude BCD, jeho� vrchol D sestrojíme jako bod

soumìrnì sdru�ený s bodem A podle úseèky BC. Tímto

zpùsobem se (stále inovovaný) simplex posléze pøiblí�í a�

k minimu residua R c( )
�

(obr. 4).

Proto�e strany (obecnì vlastnì hrany) simplexu jsou ko-

neèné, odpadají problémy infinitesimálních inkrementù,

které ohro�ují stabilitu (a tím v koneèném dùsledku limitují

úèinnost) gradientní a expansní metody. Zvýšení úèinnosti

simplexové metody se dosahuje tím, �e hrany simplexu

nejsou stejné a jejich délka se pøizpùsobuje lokální

geometrii plochy odezvy R R c� ( )
�

- viz obr. 5.
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Obrázek 3. Údolní metoda globální optimalizace dvojrozmìr-

ného rezidua R c c x y c c( , ) | ( , )|
1 2 1 2

� �

� �

, køivky jsou vrstevnice

plochy R = R(c1, c2).

Obrázek 4. Simlexová metoda hledání minima residua R =

R(c1,c2).



Budeme to opìt ilustrovat na pøípadu dvojrozmìrného

parametrického prostoru, kdy vrcholy i-tého simplexu jsou

body A, B, C a platí R(A) > R(B) > R(C). Iteraèní proces je

dvojstupòový. V prvním stupni pøejdeme k simplexu BCD

stejnì jako u konvenèní simplexové metody (bod D je

zkonstruován jako bod soumìrnì sdru�ený s bodem A

podle úseèky BC). V druhém stupni iteraèního procesu

pak simplex BCD ještì dále modifikujeme, a to následují-

cím zpùsobem:

• je-li R(C) > R(D), pøejdeme k simplexu BCE, kde E le�í

na polopøímce SD ve vzdálenosti SE = k.SD od bodu S,

co� je prùseèík BC s AD a k > 1 je volitelný parametr,

kterým mù�eme øídit prùbìh iteraèního procesu;

• je-li R(C) < R(D) < R(B), simplex BCD nebudeme

modifikovat;

• je-li R(B) < R(D) < R(A), pøejdeme k simplexu BCF, kde

F le�í na polopøímce SD ve vzdálenosti SF = l.SD od

bodu S a l < 1 je volitelný parametr pro øízení prùbìhu

iteraèního procesu;

• je-li R(D) > R(A), pøejdeme k simplexu BCG, kde G le�í

na polopøímce SA ve vzdálenosti SG = m.AS od bodu S a

m < 1 je volitelný parametr, jím� mù�eme prùbìh iteraè-

ního procesu ovlivòovat.

4. Softwarové prostøedky

Dobrým zdrojem informací je internetová adresa

http://www.trilobyte.cz, kde lze nalézt øadu odkazù. Ze

softwarových produktù v souèasnosti dostupných na trhu

lze doporuèit produkt firmy MathSoft S-plus

http://www.mathsoft.com. Jedná se o velmi mocný a pod-

porovaný balík, obsahuje velmi rozsáhlou knihovnu

procedur, je zalo�en na objektovì orientovaném jazyku S,

tak�e si lze tvoøit svoje vlastní aplikace.

5. Závìr

Technika regresní analysy je dobøe propracovaná a hlav-

ní problémy, je� se dnes kolem regresní analysy vysky-

tují, nesouvisejí ani tak s tím, jak tuto techniku efektivnì

aplikovat, jako spíše s tím, aby se regresní analysy nezne-

u�ívalo. Problém není jak øešit rovnici

� �

x Y c�
�

èi minimalisovat residuum

R c x Y c( ) | | � | |
� � �

� �

ale to, �e my èasto dost dobøe (správnì, pøesnì) neznáme

tvar operátoru �Y , vyjadøujícího vztah mezi manifestními

(pøímo mìøitelnými) velièinami
�

x a hledanými vnitøními èi

latentními (pøímému mìøení nedostupnými) velièinami
�

c,

popisujícími pøíslušný jev. Tak tøeba rozšíøení difrakèních

linií
�

x mù�e být zpùsobeno malou velikostí zrna a mikro-

pnutím (
�

c) a Warren s Averbachem nalezli kvantitativní

vyjádøení této závislosti
� �

x Y c�
�

Jestli�e zmìøíme rozšíøení difrakèních linií
�

x na daném

difraktogramu, mù�eme pak vypoèítat velikost zrna a mi-

kropnutí (
�

c) regresní analysou, to jest jako takové hodnoty
�

c, které minimalisují residuum

| | � | |
� �

x Y c�

Ve skuteènosti však mohlo být rozšíøení difrakèních linií v

daném pøípadì zpùsobeno parakrystalinitou a naše tvrzení

o velikosti zrna a mikropnutí bude nesprávné a scestné, bez

ohledu na to, �e námi provedená regresní analysa byla

formálnì zcela dokonalá a bezchybná. Testování adekvát-

nosti strukturní hypotesy ( �Y ), na základì které regresní

analysu provádíme, by mìlo být nedílnou souèástí ka�dé

procedury, v ní� regresní analysu vyu�íváme. Potí� je v

tom, �e takové testování a porovnávání adekvátnosti alter-

nativních hypotes bývá mnohem obtí�nìjší a pracnìjší ne�

vlastní regresní analysa a vy�aduje hlubokou znalost

pøedmìtné problematiky, nikoli jen formální aplikaci sta-

tistického softwaru.

Leckdy pøitom pomù�e faktorová analysa [43-45].

Mù�eme to demonstrovat na pøíkladu kvantitativního urèo-

vání fázového slo�ení, co� pøedstavuje typické vyu�ití line-

ární regresní analysy: hledáme koncentrace ci (i = 1, 2, ...,

n) látek, jejich� smìs tvoøí analysovaný preparát; vychá-

zíme pøitom z difraktogramu toho preparátu (
�

x) a máme k

disposici referenèní difraktogramy
� � �

y y yn1 2
, ,... , tìch kom-

ponent. Platí, �e

� �

x c yi i

i

n

�

�

�

1

(+ neurèitost!)

tak�e hodnoty c1, c2, ..., cn urèujeme z podmínky minima

residua

R R c c c x c yn i i

i

n

� � � �

�

�( , ,... , ) | | | | min
1 2

1

� �

(26)

Potí� je v tom, �e reálná struktura komponent v námi

analysovaném vzorku je jiná ne� reálná struktura vzorkù,

je� byly pou�ity pøi mìøení referenèních difraktogramù.

Difraktogramy komponent našeho vzorku jsou tedy
� � �

y y yn1 2
' , ' ,... , ' a nikoli

� � �

y y yn1 2
, ,... , a jejich skuteèné

obsahy c c cn1 2
' , ' ,... , 've zkoumaném vzorku nedostaneme

ze vztahu (26), ale z podmínky

| | ' ' | | min
� �

x c yi i

i

n

� �

�

�

1

(27)
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Obrázek 5. Modifikovaná simplexová metoda minimalizace

dvojparametrické funkce R. Výchozí simplex je ABC, R(A) >

R(B) > R(C). Nový simplex je BCD resp. BCE nebo BCG podle

toho, jak velká je hodnota R(D) v bodì D soumìrnì sdru�eném s

bodem A podle úseèky BC.



Pokud bychom pøi regresní analyse vyšli z neadek-

vátní hypotesy (26), �e analysovaná smìs je tvoøena

komponentami, jejich� difraktogramy jsou
� � �

y y yn1 2
, ,... ,

byl by výsledek (regresní analysy, tedy kvantitativního sta-

novení fázového slo�ení) nesprávný. Pro formulaci adek-

vátní hypotesy (27) potøebujeme znát skuteèné difraktogra-

my komponent
� � �

y y yn1 2
' , ' ,... , '. Ty mù�eme urèit promì-

øením a porovnáním difraktogramù

� �

x c yj ji i

i

n

�

�

�

1

; j = 1, 2, ..., m

nìkolika (m) frakcí vyseparovaných z analysovaného vzor-

ku, kdy� pou�ijeme standardní procedury faktorové ana-

lysy [46].
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